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— Propagacao de forcas e torques.

= Dinamica de manipuladores:
— EquacOes de Newton e Euler.
= Capitulo 5 e 6 do Craig.

Objetivos desta aula
= Momentos Lineares, angulares e de
Inércia.
I = Estatica de manipuladores:
I



Relembrando aula passada...



Propagacao das velocidades

= A propagacao da velocidade linear &
dada pelas seguintes equacoes:

= Caso a junta seja de rotacao:

]

1 ] ]

= No frame {i+1}-

i+1 _ i+l pyi i i
Uipp = ROy + o; X i4+1)-




Propagando velocidades




Resumo da aula passada

= Propagacao das velocidades:
— Juntas de rotacao:

i+1 _itlpyi :’ i
Vi = ROy + 0 X 7P yq).

i+1 i+l pi . i+15
Wiy =" ;R @ +0;1 74y
— Juntas Prismaticas:
-1 __i+1l pyi [ I ; i+1 >
Vigg = ROy oy X TP ) diy T 2y

i+l _itlpi
Wiy = R oy,



Resumo da aula passada

= Propagacao das aceleracoes:
— Juntas de rotacao:

o = TRC0 X Py oy x (o x TP 415

i+l __itlpi i+1 i+15 i+1 5
Wi+l = R'd, T R'w; x 6, A2 0T 2y

] —Juntas Prisméticas:
i+1 l,ﬂ_|_]_'—"Z_l_lR(ICL) )(I J',_|_1‘|‘ CI) X (’a) XI I—[—1)+ 'U)

1-{—1 i+15 i1 5
+2 w0y x d; g Zipg+ di-l—l Ziy

H—l . 1—|—1 ]
z—}—l '""' R'w



Resumo da aula passada

= E importante saber propagar a
aceleracao linear em relacao ao centro
de massa de um elo:

i I e ] i ] ] I
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Momentos lineares, angular e de
Inércia



Momentos linear e angular

= Em sistemas com aceleracao retilinea
(ou linear), geralmente falamos da
massa de um objeto.

= Momento Linear:
— p=mv

= Em sistemas que giram em torno de um
eixo, se fala em inércia do objeto.

= Momento angular:
—L=rxp=lw




Torgues e Momentos
r=rxF

D=my
L=rxp=lw




Momento de Inércia

= O momento de inércia de um objeto
sobre um eixo dado descreve como €
dificil alterar seu movimento angular
sobre esse eixo.

= Momento de Inércia de um objeto
pontual girando em torno de um eixo:

— | =mr?




Momentos de Inércia sobre 1 eixo

()

thin hoap ar ring of thick ring of inner radius salid cylinder or disc flat plate with sides of
radius B & mass h: F1, outer radius B2, and of radius R and length A and B and
mass b trass M rass M
M*Ra2 M*{R1*2 + R242)/2 {(M*RA2) /2 M* (A2 + B*2) /12

solid sphere of radius | thin-walled hollow sphere | =lender rod of length L

slender rad of length L
R and mass M: of radius R & mass and mass M, spinning and mass M, spinning
around center: around end:
{2/5)*M*R~2 {(2/3)"M*R*2 {(M*L~2)/12 {M*L~2)/3

MOMENTS OF INERTIA




Distribuicao de massa

= Em um sistema que pode se deslocar
em trés dimensoes, com possibilidade
de rotacao em infinitos eixos, &
necessario ter uma maneira de
caracterizar a distribuicao de massa no
corpo rigido.




Tensor de Inercia

= E a generalizacdo para 3D do momento
de inércia de um objeto.

= Momento de Inércia de um objeto em
relacao ao frame {A}.

B Ixx _I:u:y _Ixz
I'=| —Ly 1L, -1,
» _Ix" _Iyz Izz _




Ixx:ff (y* + 2% pdv,
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Exemplo:
Tensor de Inercia para o Cubo

BAGEYS 0 0 7
CI — 0 m (wZ + ;12) 0
‘ i 0 0 m (12 1 wZ) B

= Exemplo 6.1, pg 169 do livro do Craig,
22, Ed, em Inglés.




Momentos de Inércia sobre 1 eixo

()

thin hoap ar ring of thick ring of inner radius salid cylinder or disc flat plate with sides of
radius B & mass h: F1, outer radius B2, and of radius R and length A and B and
mass b trass M rass M
M*Ra2 M*{R1*2 + R242)/2 {(M*RA2) /2 M* (A2 + B*2) /12

solid sphere of radius | thin-walled hollow sphere | =lender rod of length L

slender rad of length L
R and mass M: of radius R & mass and mass M, spinning and mass M, spinning
around center: around end:
{2/5)*M*R~2 {(2/3)"M*R*2 {(M*L~2)/12 {M*L~2)/3

MOMENTS OF INERTIA




Momentos de Inércia sobre 1 eixo

Axis

‘ )/’ i /Hoop about
: ’ cylinder axis

" Solid cylinder
(or disk) about
cylinder axis

Thin rod about
axis through
center 1 to

length

Solid sphere
about any
diameter

=
Hoop about
R W any diameter

N g

2

/Annular cylinder
2 (or ring) about
P cylinder axis
I

= %”(Ff? + RY)
Axis
Solid cylinder
(or disk) about
" central diameter
| = MR® + M¢?
4 12

Thin rod about
axis through one
end L to length

AXis |
Thin
2R spherical shell
about any
diameter
e 2MR?
e
Axis
Slab about
L axis through
center
b
a
,=M (a2 + b?)

12



Estatica de Manipuladores

Estatica: relativo a corpos em repouso com
forcas em equilibrio.

(Webster dictionary)



Calculando forcas e torgques

= A natureza dos manipulador nos leva
naturalmente a considerar a maneira

nela qual forcas, torques e momentos

nodem ser propagados de um elo ao

DroxXimo.

— Como calcular as forcas/torques

necessarios para manter um manipulador
em equilibrio estatico?




Relembrando mecanica 1

'l
Q o
Q.c)o%' 7
= Forca: o
d
- F=ma=—mv -
dt R

= Torque sobre uma particula:
— Vetorial: 7=FxF=m-axrF

- — Valor escalar: n=m-a-r-cos(6)
l — Onde 6 € 0 angulo entre aforca er




Analise Estatica

= Com o torque pode-se calcular o
. tamanho dos motores, o consumo de

l energia, etc...




Forca e Torque em um elo

= Qual é o torque e a forca em um elo,
considerando apenas o proximo elo
(sem considerar gravidade e em
repouso)?

s Forca:
| fi :Ifi+1

m Torque'

n—n +'P ><f

1+1 1+1




Forca e Torque em um elo

g 14




Algoritmo para calculo estatico

= 1) Considere o manipulador como uma
estrutura estatica.

m 2) Calcule arelacao de equilibrio para
cada elo.

= 3) Compute o torque estatico
necessario em cada junta para manter
g 0 manipulador em equilibrio:

l — suportando ou ndo uma carga na ponta.




Relacoes de equilibrio

= A soma das forcas deve ser zero:

— 'f.= forca exercida no elo i pelo elo i-1
—iﬂ—mﬂ=0
= A soma dos torques deve ser zero:

'n-'n,—'P,x'f =0

1+1

—onde P,,, € a distancia entre os centros
dos frames i e i1+1



Relacoes de equilibrio




Relacoes de equilibrio

m Para descrever estas relacoes
considerando apenas as forcas em um
proprio frame, adicionamos a
transformacao que leva do frame i+1 ao
frame I

i.I:i: iR 1+1 fi+1

1+1

R "n  +'P . x'f.

1+1 1+1 1+1 |

ini:




Propagando forcas
ifi: iR 1+1 fi+1

1+1

ini: iR i—l—ln- _I_IP

1+1 1+1 1+1

X fi i+

Figure 4.10 The propogation of
forcer in g Enematic chain.



Torgue nas juntas

= Qual o torgue exercido em cada junta
para manter as condicoes de equilibrio
estatico? -
_Junta de rotacdo: 7;,=N. -'Z.

—Junta prismatica: 7, =ifiT 'izi




Exemplo 1: 2R (pg 155 do livro )

The two-link manipulator of Example 5.2 is applying a force vector
SF with its end-effector (consider this force to be acting at the origin of
I3}). Find the required joint torques as a function of configuration and
of the applied force. See Fig. 5.12.




Solucao

_ [155.f5 + ZICny + Zny _



Solucao

= Os torgues sao:
T =hsfy + U +he) ]y,

'Cz —_— lzf},
= Que podem ser escritos na forma
matricial:

__ | h% L+he || £ ]
0 2 _!Lfy_




Dinamica de Manipuladores

Dinamica: Ramo da ciéncia que trata da acao da
forca em corpos fisicos, em movimento ou em
repouso, considerando a cinética, cinematica, e
estatica todas coletivamente.

(Webster dictionary)



| eis da Dinamica

Leis de Newton
Leis de Euler



_eis de Newton

m Leil: Todo corpo continua em seu estado de repouso
ou de movimento uniforme em uma linha reta, a
menos gue seja forcado a mudar aquele estado por
forcas aplicadas sobre ele.

= Leill: A mudanca de movimento € proporcional a
forca motora imprimida, e € produzida na direcao de
linha reta na qual aquela forca € imprimida.

m Leilll: Atoda acao ha sempre uma reacdo oposta e
de igual intensidade: ou as acdes mutuas de dois
COrpos um sobre o outro sao sempre iguais e
dirigidas em sentidos opostos.




R— e e— . a— | 1= Wm_h

_| el TLodo, cgrp@ continua.em.seuestado de
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= Leill: A mudanca de movimento € proporcional a
forca motora imprimida, e € produzida na direcao de
linha reta na qual aquela forca é imprimida.

- dp  d(m7)

F=%~"ar
. dv

=m— =md,
dm

"
|
|
1
=
3




COorpos um sobre o outro sao sempre iguais e
dirigidas em sentidos opostos.

5 @

,r-

= Leilll: Atoda acao ha sempre uma reacao oposta e
de igual intensidade: ou as ac6es mutuas de dois




Equacao de Newton

= Uma das leis de Newton é importante
para Robotica.

= Se um corpo rigido possui alguma
aceleracao em seu centro de massa,
ela deve ser causada por uma forca
externa tal que:

F = mu




Equacao de Newton

I = miJC

FIGURE 6.3: A force F acting at the center of mass of a body causes the body to
accelerate at v.



Equacoes de Euler

= As equacoOes de Euler descrevem o
movimento de um corpo rigido em
rotacao em relacao aum sistema de
referéncia de referéncia inercial:

— A derivada do momento angular é igual ao
momento dinamico ou momento de forca

aplicada:
(%> +wxL=N
df rot




momento externo N que deve estar

agindo sobre o corpo para causar esse
movimento.

= Ele € dado pela equacao de Euler:

Equacao de Euler
= Seu um corpo rigido esta em rotacao
girando com velocidade angular o e
com aceleracao w, entao existe um
I
l N=CIo+wx I,



Equacao de Euler

* N=‘To+wxIo,

FIGURE 6.4: A moment N is acting on a body, and the body is rotating with velocity

w and accelerating at w.
B



Newton versus Euler

F=§[mw}=m-il

F = — (Rym) = R + Ramywy
= R [maty + (Wi X myu)]

Euler’s Equation
= Ry [Mw; + (wy x Mw;)]
F=forca (liquida) e N=torque
Ri = matriz de rotacéo relacionando frame i com o inercial




Algoritmo lterativo de
Newton-Euler



Algoritmo lterativo de
Newton-Euler

= Como computar os torques
correspondentes a qualqguer ponto da
trajetoria do manipulador em
movimento?

= Dado que a posicao, a velocidade e a
aceleracao das juntas sao conhecidas,
pode-se calcular os torgues
necessarios.




Algoritmo lterativo de
Newton-Euler

= O algoritmo ¢ iterativo:

— E necessario calcular as velocidades e
aceleracoes a cada momento, no centro
de massa de cada junta.

= Nota:
— F e N =forcas e momentos externos

—fe n =forcas e momentos aplicados pelas
juntas.




Algoritmo lterativo de
Newton-Euler

= Funciona em dois estagios:

— QOutwards: calcula velocidades,
aceleracoes, forcas e torgues gue atuam
no centro de massa de cada elo, indo de
elo a elo a partir do elo zero.

— Inwards: calcula o torque de junta, que
deve ser aplicado nas juntas para que o
sistema esteja em equilibrio, de cada elo,
iIndo do ultimo elo para o primeiro.




Algoritmo lterativo de
Newton-Euler

= Primeiro estagio (outwards):

— Calcula velocidades e aceleracoes como ja
Visto no inicio da aula.

— Forca agindo no elo (de Newton):

F} = N “UCE

— Torgque agindo no elo (de Euler):




Algoritmo lterativo de
Newton-Euler

= Segundo estagio (inwards):

— Calcula as forcas e o torgue de junta, a
partir da condicao de equilibrio.

— Forcas:
! 1 i+1 I
fi={ R™ fi+'F,

— Torgues:

-

P i pitl i i i pitl
ln,- =N+ R T+ P, X TR P g X R i



Estagio de propagacao
(outwards)

Outward iterations: i : 0 — 5
oy = §+1R '+ 6,11 T2,
i+1d)z’+1 = ;:ﬂR ‘o, + §:+1R 'w; % éi—l—l I'HZ:'H + §f+1 f+1Z:‘er
gy = §+1R(fcbi X 'Pg+lw; x Cop x TP ) +19),

i+1 - _ i+l i+1
UC:'—%—I o W1 X PC:‘+I

i+l i+1 i-+1
+ w g X (T X Pc.

i+1 .
l+1) T Vs

11 . i+1 o i+1
i+1 = T Wt T X T L T W




Estagio de volta (inwards)

Inward iterations: i : 6 — 1

i _ 1 i+1 i
fi““f.}_lR ff-|—1+ Ff=

i i i pi+l j '
ng= "N+, R n 4+ P x'F

I

; i it
+ P X R i

T, =it 'z,
!

= A gravidade pode ser adicionada
"= fazendo gue a aceleracao no elo zero

l seja igual a g.




Exemplo 4: 2R, pg 177

= Compute as equacoes da dinamica do
manipulador 2R.
= Simplificacao:
— Assuma que toda
massa do elo

esta na ponta
dele.

14D

AN

I111111777 1711177770711 7 777777777




Exemplo 4: 2R, pg 177

m As posicoes dos centros de massa:

14D

AN

I111111777 1711177770711 7 777777777




Exemplo 4: 2R, pg 177

m As distancias entre os sistemas de
referéncia:

°P,=0
'p,=0

14D

AN

I111111777 1711177770711 7 777777777




Exemplo 4: 2R, pg 177

= Como as massas sao pontuais, as
matrizes de inércia ficam:

14D

ClII — 0,
CEIZ — O

AN

I111111777 1711177770711 7 777777777




Exemplo 4: 2R, pg 177

= Nao existe forca atuando na ponta do
manipulador (end effector):

14D

f3:0=

?13: .

AN

I111111777 1711177770711 7 777777777




Exemplo 4: 2R, pg 177

= A base do rob0 esta fixa:

7N

I111111777 1711177770711 7 777777777




Exemplo 4: 2R, pg 177

= Para incluir a acao da gravidade,
usaremos:

14D

AN

I111111777 1711177770711 7 777777777




Civ1 —Siy1 007
Siv1 Ciy1 00

00 00 1.0

Civ1 Sipr 007
—Si+1 i1 0.0

0.0 0.0 1.0

Exemplo 4: 2R, pg 177

= A rotacao entre dois elos sucessivos é:

14D

AN

I111111777 1711177770711 7 777777777



Exemplo 4: Propagando elo 1

-0 -
|0 _
- 0
tip =6y 12 = U1
|6 _
i €1 ¥ 0— —0_ _gSl ]
1131 =| —sy ¢; O gl=1 8¢ |,
0 01) 0 0
— — p— . — — — — '2 —
y 0 —10; 851 —hOy a5
Vo, = | hoy |+ 0 T8 | =] Lo +go
0 1 L o 4 Lo ] 1 0 |




Exemplo 4: Propagando elo 1

- ~r?11lléf + 11881 |
1F1 = | mql6; + mi8cyq
0 -
0"
INy=1 0
- O —




Exemplo 4: Propagando elo 2

o
&
[

-

I
el
J
]
-




_|_

Cz .5'2 0 I '_Zlé]:.z + gS]_ |
_SE 62 0 llél +g01 —
00 01]|| o
0T [ =6 +6)*
I,(0; +6,) | + 0
0 _ i 8]

llélSz — lléfCZ -+ gSIZ

[161¢y + 11075, + geqy
0

e

Exemplo 4: Propagando elo 2

11615y — 1167¢, + gspy
16165 + 1675y + geyy

0




Exemplo 4: Propagando elo 2

i n1211§132 — mzllélzcz + My 881y — Mgly (91 + 92)2 i

2F2 = | myli6ycy + mzlléizsz M8y + maly (6 + 6)
0

[\
&
|

S OO




Exemplo 4: Computando Torgue
de juntas elo 2 (Inward)

) 2
f2: FZ&

0
2, 0
i n?‘?,.ll 126251 -+ }7’1211[2326.]% -+ ?7’12[23012 -+ 7712[% (9'1 + 92) _

S
N
i |



Exemplo 4. Computando Forca
elo 1 (Inward)

B CZ _SZ 0 sl H’lzllSzé.l — ?ﬂzllCZéf’ -+ m2g512 “1?’1212(9.1 -+ éz)z ]
1 ue - an 2
f]_ — '56'2 Cg (]:-) HIZZICZG]_ + ?7’1211529% —I‘ ngclz —|— 7?12!2(91 + 92)
| _ 0

i —mllléf +mygsy |

+ | ml40; +mge; |
0




Exemplo 4: Computando Torgue
de junta elo 1 (Inward)

0 -
1
= . . 0 55
| mplilheafy +mylilys:07 +mylygeyy +myli (61 +6)
_ 0 ~
+ 0 |
i mllfel +mqligey
p— 0 -
0
- ﬂ'lzl%@l - ?lelllzsz (91 -+ 92)2 + ??Izllgstlz
+mylilhcy (61 + 685) + myligeyery




Exemplo 4: Resultado

= Retirando as componentes gue
dependem apenas do eixo Z, temos:

1 = fnzl% (gl —+ é.z) -+ 771221226'2(291 - éz) - (77'11 + ]ﬂz)z]z_'é.l — 171221[2329.;
2151115550165 + molygciy + (mq + my)lgey,

Tz = 17'1221Z2C2|-9.1 - 7712[112.5'29.]? + fﬂzlzgclz -+ 171213(9.1 - 9.2)

g = Equacoes dao o torque a partir das
l velocidades e aceleracoes das juntas.




Equacao do Movimento



Equacao de movimento

= Quando as equacoOes de Newton-Euler
sao solucionadas simbolicamente para
um manipulador, elas geram ur
resultado que pode ser escrito como:

I r=M(®)O+V(0,0)+G(6)
m Esta é a equacao de espaco-estado do
B manipulador.




EquacOes de movimento
r=M(®)O+V(0,0)+G(6)

= M é uma (n x n) matriz de massas do
manipulador, com termos dependentes
da aceleracao.

= Véum(nx1l) vetor de forcas
centrifugas e de Coriolis, dependentes
da velocidade.

= G éuma (nx 1) vetor que contém todos
0s termos dependentes da gravidade.




Exemplo 5: 2R (pg 180)

= Dado o resultado dos torques do
manipulador 2R do exemplo 4,
podemos reagrupar os elementos na
forma da equacao de movimento.

= A equacao de movimento € apenas
uma forma mais conveniente de
escrever o mesmo resultado.




Exemplo 5: 2R (pg 180)

= Dado:
Ty = Iﬂzlg (91 —+ 92) + f?lzlllzcz(zél ~+- 92) -+ (7?’11 -+ ]?’lz)z:%é.l — 1?12z1l2.5'2éé2
2151115550165 + molygciy + (mq + my)lgey,

Tz = 17'1221Z2C2|-9.1 - 7712[112.5'29.]? + fﬂzlzgclz -+ 171213(9.1 - 9.2)

. = Reagrupe os termos que dependem da
g  Massa, velocidade de junta e

l gravidade.




Exemplo 5: 2R (pg 180)

1 = fnzl% (gl —+ é.z) -+ 771221226'2(291 - éz) - (77'11 + ]ﬂz)z]z_'é.l — 171221[2329.;
2151115550165 + molygciy + (mq + my)lgey,

Tz = 17'1221Z2C2|-9.1 - 7712[112.5'29.]? + fﬂzlzgclz -+ 171213(9.1 - 9.2)

M(®) =

—

] Z%?’nz ‘|- 2[112???»2(?2 —+ Z% (1?11 - f?'lz) l%ﬁlz —I- ZIZZFRZCZ
lgmz + lil,mycy lg‘mz




Exemplo 5: 2R (pg 180)

'L'l -

Tz = 17'1221Z2C2|-9.1 - 7712[112.5'29.]? + fﬂzlzgclz -+ 171213(9.1 - 9.2)

m 2!; (51

+ 6,) +

7?1221226'2(291 - éz) -+

(mq + mz)lf 0,

2151115550165 + molygciy + (mq + my)lgey,

M(®) =

5 M) T

2[112???»2(?2

+ l% (mq +my)

131712 —+ lllzﬁlzcz

l%ﬁlz - ZIZZFRZCZ

-5
— 1?12Z1l2.5'295

—




Exemplo 5: 2R (pg 180)

'L'l -

mzlg(

- 6,)

1

f’nzll Z2C2 (:

- 92)

+ (mq + mz)lfé‘l — mzlllzszéé?‘

2151115550165 + molygciy + (mq + my)lgey,

Tz = 17'1221Z2C2|-9.1 - 7712[112.5'29.]? + fﬂzlzgclz -+ 171213(9.1 - 9.2)

M(®) =

??12

2[112???»2(?2

131712 —+ lllzﬁlzcz

+

Z% (1?11 - f?'lz) l%ﬁlz —I- ZIZZFRZCZ

lg‘mz _



Exemplo 5: 2R (pg 180)

'L'l — ]7’12!% (‘.9.1 -+ é.z)

1

7?1221Z2C2 (291 - éz) - (77'11 + ]ﬂz)z]z_'é.l

2151115550165 + molygciy + (mq + my)lgey,

Tz = 17'1221Z2C2|-9.1 - 7712[112.5'29.]? + fﬂzlzgclz -+ 171213(9.1 - 9.2)

-5
— 1?12Z1l2.5'295

M®) = | 2

??12 ‘|- 2[112???»2(?2 —+ Z% (1?11 - f?'lz) l%ﬁlz —I- ZIZZFRZCZ
2 2
121712 tH i l,mycy lzmz




Exemplo 5: 2R (pg 180)

Ty = mzli(@}_ + éfz) | mzlllzcz(Zél + 6,)|+ (mq + mz)lfg'l _ mzlllzszéé?‘

2151115550165 + molygciy + (mq + my)lgey,

Tz = 17'1221Z2C2|-9.1 - 7712[112.5'29.]? + fﬂzlzgclz -+ f?'lzl%( - 9.2)

M(©) — I lgmz +|201mq 09|+ l%(ml + my) l%mz +l1lamqcy
R Lymg thllymycy I2m,




Exemplo 5: 2R (pg 180)

1 = 17’12!%(@1 —+ é.z) } 771221226'2(291 - éz) - (77'11 + ]ﬂz)z]z_'é.l — 171221[2329.;
2115111555010 |+ mylygciy + (my + my)l gy,
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Exemplo 5: Conclusao
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Conclusao

= Cinematica:

— Direta: Facil.

— Inversa: Analiticamente ou
Geometricamente, de ambas maneiras
dificil. ..

= Estatica:
— Facill.

= Dinamica:
— Leis de movimento para uso do controle
— Também um pouco complicado...
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