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Resumo: Algoritmos estocasticos de otimizagdo (tais como os Algoritmos Genéticos e Algoritmos “Simulated Annealing”) vém se tornando a
abordagem-padréo para adeterminagdo de pontos extremos globais de funcionais continuos néo-lineares multimodais. Esses algoritmos realizam a
avaliagdo desses funcionais em um grande nimero de pontos, com distribuicio espadal aproximadamente aleatéria na regido proxima a ponto
extremo, sendo que tal conjunto de avaliagdes é geralmente descartado apds a obtengdio do “ponto de 6timo”. O presente trabalho apresenta uma
metodologia para a utili zagdo do conjunto de avaliagdes do funcional objetivo que foi gerado por um algoritmo genético, com o intuito de obter
informagdes adicionais, relacionadas com a sensibilidade do funcional objetivo ra regido préxima asolugéo. Como resultado da andlise, sdo obtidas
expresdes analiticas de elipsdides que aproximam as curvas de nivel do funcional objetivo nessa regiso.

Palavras Chave: otimizagéo, andlise de sensbilidade, algoritmos estocasticos.

Abstract: Stochastic optimization a gorithms (such that Genetic Algorithms, Simulated Annealing Algorithms) are becoming the standart approach
for problems of determination of the global extreme points of continuous non-linear multimodal functionals. These dgorithms perform a large
number of functional evaluations with approximately random spatial distribution in the region nearby the extreme point. This set of functional
evaluation is usually discarded after the determination of the “optimum point”. This paper presents a methodology for the employment of the set of
functional evaluations that is generated by the stochastic optimization algorithms, in order to dbtain additional information, related to the objective
functional sendtivy in the region nearby the solution point. The proposed analysis method furnishesanalytical expressions for elipsoids that approach

the contour surfaces of objective functional in this region.
Key Words: optimization, sendtivity analys's, sochagtic algorithms.

1 Introdugéo

A maior parte dos algoritmos de otimizacdo atualmente
disponiveis tem como objetivo apenas fazr a
determinagdo do ponto de minimo de uma funcgdo. Um
outro elemento que pode ser importante investigar em
problemas de otimizagcdo, no entanto, € a
“sensibili dade’ da solugdo, ou sgja, a degradacdo que
ocorre no valor da funcdo djetivo, asociada a
perturbacfes nos par@metros de projeto. A questdo da
andlise da “sensibilidade’ das lugbes pode seguir
esencialmente duas abardagens: (i) andlise pontual: é
feita a andlise da arvatura da fungdo no ponto de
minimo; e (ii) andlise por perturbacdo finita: é feita a
andlise do valor do méximo da funcdo em uma regi&o
finita a redor do ponto de minimo. A primera
abordagem tem empregado, em gera, a interpretagdo
dos multiplicadores de Lagrange no ponto &imo
enquanto custos marginais para determinacdo da
“sensibilidade’ (Luenberger, 1984). A segunda
abordagem acima se expressa predominantemente em
abordagens envolvendo o célculo exaustivo da funcéo
objetivo naregido de incertezas paramétricas.

O presente trabalho envolve a adli se da sensibilidade
nese segundo contexto. Supde-se que, devido a
estrutura do algoritmo de otimizacdo empregado para
fazer a determinacdo do ponto de 6timo da funcdo
objetivo, ja foi necessaria aredizagdo de avaliagdes
“exaustivas’ da funcdo objetivo na regido proxima a
ponto de minimo. Ess €0 caso da otimizagdo baseada
em agoritmos estocasticos, que vém se tornando a
abordagem-padréo para a otimizagdo de funcbes
continuas ndo-lineaes multimodais. As referéncias
(Back et al.,1997) e (Bilbro, 1994) apresentam
apanhados gerais de duas das principais abordagens

situadas no campo dos algoritmos estocasticos. 0s
Algoritmos Genéticos e os algoritmos de Smulated
Annealing. Além desss, existe uma diversidade de
outros métodos classficaveis dentro dessa categoria,
como por exemplo as apresentadas em (Dorigo et a.,
1996 e (Ackley et a., 1985. No contexto dessa
familia de algoritmos, recentemente foi proposto um
método de busca de solugBes “pouco sensivels’
(Tsutsui e Ghosh, 1997 que néo procura entretanto, de
maneira explicita, quantifica a sendbilidade das
solucBes encontradas.

A andlise de senshbilidade aqui proposta € um
subproduto que pode ser oktido, com pouco esforgo
computacional, apos a realizagdo de uma otimizagdo de
funciona aravés de um algoritmo estocastico. Dessa
forma € groveitado o conjunto de avaiagbes do
funciona que, de outra forma, seria descartado apds a
determinagdo do ponto de minimo. Como o requisito
para areaizago daardlise agqui proposta, € recessario
gue o algoritmo estocastico tenha gerado uma
amostragem da funcdo objetivo na regido proxima do
6timo que possua a propriedade de distribuicdo
aproximadamente aeadria nessa  regido. Na
dissertacdo (Meneguim, 199) é mostrado que nem
todo algoritmo estocastico atende atal requisto; alguns
algoritmos fazem a avaliacdo da funcdo dojetivo
segundo  “diregdes preferenciais’ do espag de
parémetros. Essa questdo também é discutida em
(Salomon, 1998).

A sensibili dade do funcional objetivo ¥4 ao redor do
ponto de minimo local * pode ser adequadamente
descrita dravés de suas “curvas e nivel” (ou
“superficies de nived” em n dimensdes), pois o
conhedmento dessas curvas determina os conjuntos de



solucBes que asseguram determinado desempenho (ou
sgja, que asseguram que a funcdo objetivo tenha valor
menor ou igual a determinada constante). A proposta
deste trabalho é fazer uma aproximag&o local da funcdo
objetivo por uma fungdo quadrdtica convexa, o que
conduzird aaproximacles para & curvas de nivel com
a estrutura de dipsdides de dimensdo n.

2 Formulacdo do Problema de Andlise de
Sensibili dade

Sga o funciona =) : B = R, & sja o ponto
z* € RB" sy minimo:

7* = argmin f{z) (1)

Se f{=} é ontinuamente diferenciavel em **, e se ¥
€ um ponto de minimo estrito, sabe-se que a seguinte

aproximacao é véli da para algumavizinharnga de ="

Fizl =a+ Vr+ 20z + ) 3

Sendo £ = >0, oy sga, ness vizinhanca F{= ¢
aproximada por uma funcdo quadrética estritamente
convexa. Isto significa que, pelo menos nessa regiao,
as curvas de nivel da funcdo seréo aproximadamente
descritas por dipsdides:

@ =8 & E-=Plz-"=9( &

A metodologia ajui proposta se baseia na idéia de
determinar o “menor €eipsdide’ (em determinado
sentido) que @ntém todos os pontos cujo valor de
funcdo objetivo € menor que ceto limite de
desempenho minimo, e que ndo contém nenhum ponto
cujo valor de funcéo objetivo € maior que outro limite
desempenho tido como “intolerdvel”, dado um
conjunto de avaliagBes da funcdo dojetivo em uma
regido do espago de parémetros.

Considerando o €lipsdide descrito em (3), tem-se que
0s semi-eixos desse dipsdide estdo arientados sgundo
as diregdes dadas pelos autovetores vi da matriz P, e
gue 0s comprimentos deses semi-eixos 0
proporcionais ao inverso das raizes quadradas dos
autoval ores correspondentes a @ada aitovetor:

(2
e =4/ {4)

Sendo Ai o0 autovalor associado ao autovetor vi, da
matriz P:

P'l.l.. :}'iui 'i::].,...,'ﬂ- {5}
E possvel formular o problema de determinagio de um
€li psdide minimo como equivalente a um problema de

determinagdo de um €li psdide com os “menores emi-
eixos’ que for possivel. Uma fungdo objetivo que
corresponde de maneira groximada aess problema é
dada por:

sey=3 20 )

i=1
A maximizacdo do funciona J(P) na variavel P esta
correlacionada com a minimizagdo dos valores €l dos
semi-eixosdo eipsdide.  E facil verifica que:

HP) =u(P) = EJH (7)

Este éo fundamento paraaformulagdo doproblema de
determinagdo do €lipsdide minimo em termos de um
problema de otimizagdo linear com restri¢les do tipo
LMI's(Linea Matrix Inequalities).

Sglam considerados os conjuntos de pontos 4, CK"
e L CK esdaum ponto & € B"
Desgja-se encontrar o “elipsdide minimo” com centro

em ** que ontém todos os pontos pertencentes a &

e que ndo contém nenhum ponto pertencente a e,
Es< problema é formulado como:

g tr(F)

Sujeito a
{J:—J:*}IP{:—:“} =1 Yred {E}

(r—*YPlz—z"1>»1 Vxed,
P=Q

Ess é um problema de otimizagdo linea na variavel P,
com restrigbes do tipo LMI's. Problemas formulados
dessa forma sdo convexos e podem ser resolvidos de
maneira eficiente através de métodos de pontos
interiores, com a garantia de mnvergéncia da solucéo
parao &imo global. Para maiores detalhes sobre LMI' s
e métodos de pontos interiores ver (Boyd et al., 1994).
Este €0 método bésico que sera ayui aplicado pera a
determinacgdo de “dipsdides de sensibilidade”.

NOTA 1 Deve-se observar que a namalizagdo daconstante
n(B) para ovalor 1 éfeita sem perda de generali dade.

2.1 Interpretacéo do Elipsoide Minimo

Espera-se que na regido proxima a ponto de minimo
loca  **, o dipsdide minimo corresponda
aproximadamente a uma curva de nivel da fungéo
objetivo que, nessa regido, € aproximadamente
quadrdtica. Essa suposicdo € testada com a fungéo
quadrética:

) =2'Q (9)

Sendo:



@= [{f& ﬂiﬁ]

Pararedizar o teste da hip6tese acima, sdo gerados 100
pontos aleatoriamente dentro de um quadrado, sendo
todos os pontos avaliados pela fungdo quadrética Os
50 pontos de menor valor da funcdo dojetivo sao
deixados no interior do €ipsdide minimo, e os 50
pontos de maior valor sdo deixados no seu exterior. O
€li psdide minimo é comparado nafigura 1 as curvas de
nivel dafuncéo.

Fignra 1. {lomparagan do elipsfide minima [tracejada)
com a8 curvas de nivel (linha cheia)] de uma fungio qua-
dritica. () elipedide minimo eontém todos o pontos (0] &
n&o contém nenhum ponta (x].

Os semi-eixos das €li pses correspondentes as curvas de
nivel da fungdo estdo arientados sgundo as diregdes
dadas pel os autovetores da matriz Q:

-0g732] __ [ 0.2298
—0.2208] T T | —05732

1= (10}

A edtimativa desses semi-eixos fornedda pelos
autovetores da matriz P é dada por:

-0.8938| _ _ [ o.1100
-0 2 —(1.5935

1= (11}

Os comprimentos relativos dos semi-eixos podem ser
obtidos normalizando o menor semi-eixo em 1. Dessa
forma, o semi-eixo maior, no caso das curvas de nivel,
€ 1,88 vezes maior que 0 semi-eixo menor. A
estimativa dess valor, ohtida pelos autovalores da
matriz P, € de um semi-eixo maior 2,24 vezes maior
gue 0 semi-elXo menor.

Pelos resultados obtidos, pode-se concluir que pelo
menos heste @so a aproximagdo de umacurvade nivel
da funciio pelo dipsdide minimo foi adequada. E
posdve, em dimensdes maiores, utilizar a informacéo
de autovalores e de autovetores da matriz P
(correspondente a geratriz do dipsdide minimo) para
determinagdo de direcdes e distancias relevantes para a
andlise de sensibili dade. Para verificar a hipétese de
gue a groximacao sga razoavel também em espaqos

de dimensdes maiores, foi gerado um conjunto de 120
pontos num espaco de 4 dmensdes, sendo a fungdo
quadrética definida pela matriz:

2.3661 0.0405 —02517 —0.7242
o | 00409 40621 10603 05386
= | -02517 1.0608 2.7300 1.0114
—0.7242 0.5386 1.0114 18417

Foram escolhidos os 70 pontos de menor valor da
funcdo quadrética para o interior do €li psdide minimo,
e o0s 40 pontos de maior valor para o exterior do
mesmo. Os demais 10 pontos (correspondentes a uma
faixa intermediéria) foram desprezados. Foi obtido un
elipsdide minimo cujos autoval ores, normalizados para
gue o menor sgjaigud al, sdo:

aF = | 10000 2.4144 3.5643 7.5764 }
Os autovalores da matriz Q, por sua vez, sao:
o = { 1.0000 2.0000 3.0000 5.0000 }

Os autovetores da matriz P sdo dados pelas colunas da
matriz:

0.3615 0.7079 —02509 —0.5525
—Q0035 0.5513 0.7513 0.3629
—0.3965 —0.1987 0.5025 —0.7422
0.8439 03943 0.3467 —0.1104

Estes devem ser comparados com 0s autovetores da
matriz Q:

0.3594 06677 —0.1285 —0.6391
—Q.0011 Q5084 Q.7754 03746
—0.4309 —0.3068 0.5233 -0.6631
0.8277 —0.4450 0.3293 —0.0697

Pode-se notar que houve razdvel correspondéncia
entre os autovetores exatos (matriz Q) e aproximados
(matriz P), assm como entre os autovalores exatos e
aproximados. Aparentemente etdo, o método de
aproximacdo das curvas de nivel € adequado para
problemas de dimensdo maior que 2.

NOTA 2 O algoritmo arterior de determinagdo do
“ elipsdide minimo” pode apresentar problemas numéricos
quardo ndo haver limtagdo para o crescimento do
elipsdide en determinada dregdo doespaco de parametros.
Isto é devido ao fato de que a minimizagdo dcs Smi-eixos
néo € exatamente descrita pela maximizagcdo do funcional
objetivo (6). Para lidar com tal problema, pode ser
introduzida uma modificagdo no algoritmo bésico, sendo
adicionada arestricdo de queo maior semi-eixo do dipsoide
minimo deva ser menor ou igual a um determinado valor r
prefixado. 1sso corr esponde a adicao da restricao:

1
P>l {12}

Utilizando o dgoritmo (8) acrescido desta restricdo em uma
seqiéncia de dapas, € possivel determinar de maneira em
principio exata qual € o menor valor possivel para o maior
semi-eixo do dipsdide, utilizando por exemplo um algoritmo
de bisseco.



3 Organizacdo do Conjunto de Dados

A andlise de sensibili dade de soluges é mnstruida a
partir da separacdo dos pontos cujas avaliagdes 0

disponiveis nos conjuntos A o Ao para a criagdo
desses conjuntos, os pontos resultantes do algoritmo
genético sdo inicialmente submetidos a uma ordenagéo
segundo s valores da fungdo dbjetivo. Considerando
gue haja p pontos avaliados, separam-se 0s pi pontos
com menor valor da fungdo dbjetivo para pertencerem
a0 conjunto i gue ficard no interior do €lipsdide. Os
po pontos com maior valor da funcdo objetivo

formardo o conjunto Y= exterior a0 dipsdide.
Eventualmente, pode ser conveniente fazer p > pi + po,
de forma adeixar uma “folga” entre o conjunto de
pontos interiores e 0 conjunto de pontos exteriores.
Is pode ser necessrio paratornar factivel o prodema
de determinagdo do dipsdide. E vélida portanto a

relacao:
A D (HUA,) (13)

Sendo ¥ €K' Consdeese o funciond

#{z) : B = & Definese o conjunto ¥ o) como
0 conjunto dos pontos do espag cuja avaliacdo em

e n3o utrapassa‘f":
Fifo) ={=z | fiz} < f} {14

Considerando agora um ponto de minimo local F=,
define-se o conjunto @{fo172) como o maior sub-
conjunto convexo de Jifa) que ontém F=:

Qifo, o) = {z | = €T (o)
(18)
% =ar +({1 - ajx, € F{fo)¥a € [0,1]}

O objetivo sera o de determinar um dipsdide wija
regido interior aproxima uma regido @),
Definindo-se a regigo €F e} interior a0 dipstide

definido pela mariz £ =& >0 o
como:

e pelo centro

EP ) {z |z -z )V P{z—x.) <1} (16)

Define-se 0 problema de andli se de sensibilidade cmo
a determinagdo da matriz P tal que:

E(P, 7o) /s @ for To) {17

Para estabeleceg um cadter de aisto garantido para o
interior do €lipsdide, aidéia é fazer:

E(P,7,) C @(fo, 7o) (18}

Sendo que, para garantir uma groximacdo com o
minimo de conservatividade, é predso escolher o
conjunto aproximante maximo:

EX(P, for 7o) : {E(P, 3o} E(P,7.) C E(F, x.)

¥ (E(P,2.) C Q(f., 200}
{19}

Ese problema ¢é aproximadamente resolvido
determinando P tal que:

A CE(P,x,)
{207
A NER T =1

Se os conjuntos de amostras <t e &= forem adequados,

espera-se que o conjunto £{P, 72} determinado a partir

dos mesmas aproxime o conjunto EX(P, fo, :a}.

4 Método de Analise de Sensibilidade

Nesta se@o sdo sugeridos trés méodos que se
distinguem um do autro pela espedficagdo daregido de
interesse:

Primeiro método: aregido de interess ndo € definida
pelo usuario, sendo escolhida em fungdo dos dados
disponiveis (por exemplo, no caso de Algoritmos
Genéticos, poderia ser empregada goenas a populagdo
fina).

Segundo método: é definida uma tolerdncia de
variacdo para cada parémetro, sendo gque a regido de
interese deve necessariamente @nter tal faixa de
variacoes.

Terceiro método: é definida uma toleréncia de
degradacdo do valor 6timo da funcdo dbjetivo, sendo
gue a regido de interesse deve conter necessariamente
0s pontos que satisfazem tal tolerancia.

Ostrés métodos acima se diferenciam pela forma como

é escolhido o conjunto @{fas 7o) que se desga
aproximar. Tal escolha é feita pela determinacdo dos

conjuntos A ¢ A Uma vez redlizada ta escolha o
problema se reduz a determinagdo do dipsdide
minimo, utilizando o agoritmo anteriormente
apresentado. Por razbes de epaq, a seguir é
especificado o procedimento associado apenas ao
tercaro método (os outros dois podem ser facilmente
inferidos por similaridade).

4.1 Terceira Abordagem de Sensibilidade

O tercero méodo de andlise de sensibili dade acima
esbogcado parte do principio de que desgja-se
determinar o subconjunto do espaco de solugdes em
gue a funcédo objetivo ¥l apresenta valores menores



gue um limiar ‘f". pré-estabeleddo. A interpretacéo
fisica desse tipo de abordagem corresponde a situacdo
em que éconheddo um desempenho minimo toleravel
do sistema que esta sendo aimizado, sendo que se
desgja um conjunto de solugfes que satisfazem tal
desempenho minimo. O ponto solugéo é o centro de tal
conjunto, que tem o papd de fornece a informagéo
sobre a tolerdncia de variacdo espacial dos parédmetros
para que ndo haja violagdo do desempenho minimo
admisdvel.

S8o iniciamente amazenados todos os individuos
gerados durante a exeaugdo do algoritmo genético. A
seguir sdo escolhidos alguns individuos para compor o
problema de determinacdo do elipsdide e descartados
0s demais para evitar 0 aumento da complexidade
computacional do algoritmo de determinagcdo do
€li psdide minimo.

A formacdo dos conjuntos i ¢ 4 ¢ tdta segundo o
algoritmo:

Passo 1. Ordenar o conjunto de pontos agora
disponivel, %, segundo ofuncional 1,

Passo 2: Determinar:

Xi={rcX|f-f<fm <]}

Ao={zeX |ty fl@E <fot+r+7]

Para um dado valor de y escolhido de forma agarantir
a “folga” necessiria para viabilizar a factibilidade do
problema de determinacéo do €li psdide minimo, sendo
B austado para garantir a existéncia de um ndmero

suficiente de dementostanto em <% quanto em Y.
5 Exemplo

Como ingténcia de aplicacdo da metodologia ajui
proposta, serd mostrado um problema da determinacéo
de controlador 6timo H2 com realimentagdo completa
de etados, obtidos através da elicacdo de um
algoritmo genético com codificagéo real de parmetros.
Embara este ndo sgja um problema redistico, sendo
agui empregado apenas para eemplificar a
metodologia desenvolvida em um contexto espedfico,
pode-se conjedurar que a ébordagem empregada poss
Vvir a ser uma resposta para o problema da “fragilidade
de ontroladores’ que foi recentemente apontado como
uma questdo de grande relevancia dentro do projeto
dos controledores robustos (Ked e Bhattacharyya,
1997).

Segja 0 sistema dindmico por:
f=Ar+ Bu + Fw

{21}
z=0r+Du

Neste sistema, X € 0 vetor de estados, w 0 vetor de
entradas de pertubacdo, e z o vetor de saidas

controladas. O vetor de entradas de mntrole u é dado
por:

u=Kr {22
A matriz de transferéncia dese sistema, em malha
fechada, é dada por:

H{s) = {0+ DKl - {A+ BK)|"'E (23)

A normaH2 dessesitema é dcefinidacoma

| E{@IE =

S1p (% L Tr{H*"{{ + ju) B L + )} d;;l)

(=0
{24)

Essa norma é uma medida do efeito causado por sinais
de perturbacdo w no vetor de saidas z. O objetivo do
controlador, portanto, sera o de minimizar tal forma,
minimizendo em ceto sentido o efeito das
perturbacfes na saida wntrolada. Para uma discussio
mais detahada do significado do probema de
minimizacdo dessa norma, ver referéncia (Zhou et al.,
1996. Para efeito de teste dos algoritmos de andlise de
sensibilidade foi gerado aleatoriamente um sigema
dindmico com as seguintes matrizes:

4 _ [-03%68 0.0751
| 0 —o032

1.6961 0.67110Q

0529707
B [—ﬂ.ﬁﬂﬁﬁ oo
0 0]

Q
Q.0668 ) .

Em (Meneguim, 1999) é mostrado que o Algoritmo
Genético com codificacdo real desenvolvido em (de
Paiva, 1997 € @paz de gerar populacles
aleatoriamente digtribuidas na regido de atracdo do
ponto &imo. Ta algoritmo, com algumas ateractes
descritas em (Meneguim, 1999, foi aqui empregado
para aresolucdo do problema de determinagdo do
controlador 6timo H2, com nimero de iteragdes fixado
em 150 e populagdo de 40 individuos. Foi oktido o
seguinte cntrolador 6timo H2:

Ky, = [5.4813 —2.8443]
Sendo oltida umanorma timaigua a
|l = 06541

Os valores do controlador 6timo e da norma 6tima
coincidem com o &imo analiticamente determinado do
problema (o que éfeito através da solucéo de ejuacdes
de Riccati). Para glicagdo do algoritmo de andise de



sensibilidade foi aplicada a tercdra ebordagem:
determinou-se uma faixa adtével de degradagdo do

critério de desempenho. O conjunto A dos pontos
interiores ao elipsdide foi definido como o conjunto
dos pontos cuja norma H2 pertence afaixa

0,65418 < || H]||, < 0.6542

O conjunto X2 dos pontos exteriores ao dipsodide foi
definido como o conjunto dos pontos cuja norma H2
pertence afaixa

0,6544 < |H||, < 0,6546

A figura 2 mostra o dipsdide @lculado a partir dos

conjuntos A e X2 Os controladores contidos no
interior do dipsdide sdo, em primera insténcia,
capazes de manter o indice de desempenho do sistema
em malha fechada num valor menor ou igual a 0,6544.
s estabelece limites que podem ser interpretados,
por exemplo, como tolerdncias admisdveis para a
implementacdo fisica do controlador 6timo.

Fignra 2. Elipafida resultante da andlise de senmibilida-
de da solugRo #y utilizando & terceira abordagem. S&o
mumtrados o8 pontos pertencentes ao conjunto A% (x] & ao
conjunta &, (o).

6 Conclusao

Foi mostrado neste trabalho que a mass de dados
gerada por algoritmos estocasticos de otimizagcdo pode
ser  poésprocessada, com custos  computacional
redwzido para determinacdo das propriedades de
sensibili dade associadas ao ponto de étimo encontrado
pelo agoritmo. As novas informagdes geradas,
descrevendo a geometria da fungdo dbjetivo em uma
regido finita @ redor do ponto de étimo, podem ser
bastante relevantes para a implementacdo fisica da
solucdo encontrada. Este € o caso por exemplo de
projetos de dispositivos, em que sdo determinados, ao
final do processo de projeto, ndo apenas os valores
6timos dos parametros, mas também suas toleréncias
de fabricacao.
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