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Resumdl Neste trabalho, presente um procedimento para definir as restricdes e limites de aproximacéo de uma fungéo néo
linear por fungdes polinomiais por partes. Considesg que a variavel independente é gerada com uma incerteza associada.
Também, con&derase que os célculos da fungéo aproximada séo realizados em virgula fixa e com resolugéo limitada, que é
maisadequado para implementacéo em sistemas embarcados comgmaigo computacional. Prop& um critério de avad-

¢do de uma solucgao derfgdo aproximada, que pode ser utilizado para comparagao de diversas solu¢des fornecidasmpor difere
tes pocedimentos. Um exemplo de aproximagdo de uma funcéo néo linear é aptegeantailustrar os procedimentos prspo

tos.

Abstractd A procedure for defining the constraints and limits for approximating dinear function by piecewise polynomial
functions is presented. We consider the free variable to be generated with antassoocertainty. Also, the calculation isrea

ried on using fixeepoint arithmetic with limited resolution, which is more suitable for implementing in embedded systems with
low computtional power. A benchmark for evaluating an approximated function solutjavhich can be used for comparing
several solutions yielded by different procedures, is also proposed. An exampldiae@rfunction approximation is presented

in order to illustrate the proposed procedures.

KeywordsO Piecewise polynomial approximatipNonlinear functions, Embedded systems, Table logk Signal generators,
Micro controllers.

¢ao, as funcbes néo lineares ndo podem ser imgi
mentadas diretamente e, geralmente, os ks sdo
realizados em virgula fixa (“fixedoint”).

Uma alternativa vidvel para aplicactes emstsi
mas embarcadoé usar fungbes polinomiais ajoxi-
madas por partes (Burden e Faires, 1989). Neste
caso, definense pontos de quebra da fungéo axr
mada que sdo armazenados em uma tabela deaequ

1 Introducdo Iéncia (“Look-up Table”), juntamente com os coéf
cientes ecessarios. Os valores de interesse sda-ger

Diversas aplicacbes de eletronica necessitamnsast  dos utilizando a fungéo definida pelos pontos de
que gerem sinais ou valores utilizando fungdes ndo quebra imediatamente inferior e superior ao valor de

Nomenclatura

Nas definicbes apresentadas a seguir, 0 sobrescrito
“™ representa aproximacdes e o sobrescritd™ re-
presenta valores maximos determinados de foroje

lineares. Em sistemas digitais de posicionamaito, entrada.
geralmente necessise converter a informacéo de Aproximacgédo de func¢des néo lineares por fo-
angulo em posicéao, utilizandoungdes trigonorétri- ¢Oes polinomiais é um assunto bastante abordado na

cas (Lygouras, 1999) Em instrumentacgéo, divesas literatura e diversos autores tém proposto diferentes

aplicacdes necessitam gerar fungdes néo lineares pargrocedimentos para solugéo do problem&Chen et

reconstrucdo dos valores de medica¢Flammini et al., 1996, Chua e Deng, 1986, Julian et al., 1998,

al., 1999) que podem ser utilizadas para comps- Lygouras, 1999, Manis et al., 1997) . Entretanto,

¢do de ndo linearidades do sensofCatunda et al., nessas diversas abordagens, a variavel inglegente

2000)ou para compensacéao da influéncia derglex € sempre considerada como exata. Neste trabalho,

zas que causam interferéncj@€atunda et al., 1998b, apresentse um procedimento para determinac¢éo das

Catunda et al., 2001) restricdes e limites para aproximacgéo de fun¢des ndo
Quando a aplicagéo permite a utilizagéo deim  lineares em sistemas embarcados que utilizernloalc

crocomputadores ou microcontroladores comum  em virgula fixa. O procedimento leva em conta a

certo poder computacional, essas fungdes podem serincerteza associada a variavel independente e seu

implementadas diretamente ou geradas utilizando  efeito na geragdo da variavel dependenteopdese

célculo em virgula flutuante (“floating ~ -point”). ~ tambem, um critério de avaliacdo de solucGes de

Quando a aplicagéo ndo permite, por motivos dive ~ aproximacao. Esse critério pode ser utilizado para

sos, tais comoeducéo de custos ou complexidade de comparar diversas solugdes fornecidas por difezen

projeto, podese optar por utilizar um sistemanear-  procedimentos de aproximagao.

cado com calculo em virgula fixa. Esse sistema pode

ser composto, por exemplo, de um micratoolador

de oito bits de baixo custo, de uma FPGA ou de um

ASIC (Catunda et al., 1998a)Entretanto, nesta p-



2 Definicbes

Em um sistema, necessit® gerar valores utilizando
uma fungéo néo linear definida ppE f(X), X O [Xmin,
Xmad € Y O [Ymine Ymax- DESEjASE utilizar um sistema
digital embarcado em que a func¢éido édisponivel

e em que os célculos sao realizados em virgula fixa,
com numero de bits limitado, e com a restricdo de
gue os valores dg sejam gerados com uma exatidao
equivalente a uma resolucéo Nebits. Supdese que
os valores dex e de y sdo posiivos e seus valores
minimos sao zero, que pode ser obtido adicionando
se constantes a fun¢dd. Essa constante pode ser
subtraida apos a geragdo dos valoresyd®escons
derandese a forma como os valores sdo gerados,
temse que o valor maximo da incerteza asociada
g, para todos os valores g@eve ser de:

€

- ymax .
y 2NY +1

)

Ainda, no sistema embarcado, podse utilizar
apenas alguns valores g& que possuem umeder-
teza assoc iada a sua geragédo. Define -se
X :{)*(1 , in} COmo 0s n possiveis valores dex e

&={¢&u ., &} COMO as incertezas associadas, tal
queX =x+¢g,.-

Uma solugéo problema é aproximaf por uma
func&o polinomial por partess = f(X), em que s é
uma aproximagéao dey. Entretanto, devese garantir
gue a inceréza de geracdo ds em relagdo ay, que
depende da propagacéo da incertezge do erro de
aproximacao, esteja dentro da especificacio @i-ex
dao do projeto, ou seja:

)

em que & é a incerteza (ou erro) de geracao des,
definida como:

e <&,

©)

E=Y—S.

2.1 Funcéo aproximada

A funcdo aproximada é construida por partes a partir
de valores armazenados em uma LUT que contém
pontos de quebr@y = {px, .-, P}, p, O X, M<N,

e mconjuntos de coeficientes c={cy, ..., Cn},

¢ ={a, b, ..} paraj=1,...,m em que o nimero de

coeficientes é igual ao grau da interpolagdo mais um.

Os pontos de quebra e coeficientes sao aremazlos
com umaresolucdo dé\; bits, que deve ser maior ou

igual a Ny. A fungéo aproximadaf é composta por
mfun(;c”)esFj definidas nos intervalogd, py+1], com
j=1,...,m, Py = X1 € Pume1 = Xn, € definida como:

No caso de interpolacgéo linear, devido a simpl
cidade de reconstrucdo da funcéo aproximada, pode
se optar por armazenar os coeficientes; e by, ou
apenas os pontos ceespondentes da variavel py;.

A segunda opg¢ao necessita um tempo maior de-pr
cessamento porque os coeficientes tém que sar-calc
lados em tempo real, e de uma posi¢do a mais para
armazenar o ponto de quebra exqp Os coeficientes
podem ser calculadospo

Py = Py,

pxj a1 pxj

©®)

a; =Py b =

2.2 Quantizagdo das variaveis

Considerase o célculo da varidvel se os valores
armazenados na tabela em virgula fixa, com resol
¢do deNy bits. A variavels (assim comq) é escab-
nadae o seu valor maximo é representado pelagpal
vra binéria “111....", de forma a se obter maxima
resolucéo de representagéo. Os coeficientes ndo séo
escalonados, para evitar o uso diferentes escalas, e
sdo representados diretamente por um nimeéddin
e um expoente, que define a posic¢ado da virgulasDe
sa forma, o valor maximo de um coeficiente pode ser
diferente do valor maximo representavel. Divesos
valores de uma mesma variavel ttm uma mesma
representacéo e possuem um mesmo valor derexp
te, que ndo neessita ser armazenado, mas deve ser
levando em conta no célculo sle

A guantizacdo em uma resoluc8i bits é real-
zada dividindese a faixa de variacéo da variavel em
2" intervalos iguais, e o valor quantizado € defin
no meio decada intervalo. Para os coeficientesneo
siderase o valor maximo da faixa de variagdo como
o valor equivalente ao maior nimero binario que
pode representton. Caso os coeficientes arrazena-
dos na tabela apresentem valores negativos, dsee
dispor de um hipara a representagéo do sinal. Como
exemplo de quantizagéo, considere um coéfiente
que varie de 0 a 0,4 e que se desejaazendo com
resolucéo de dois bits. O valordximo de variagéo é
considerado como 0,5 e 0 expoente como -3. Os
valores binariog equivalentes reais sao eggntados
na tabeldl.

Além da quantizacao, os valores méaximo eim
nimo ques pode assumir séo equivalentes aosresl
binérios, com resolugady, “111..." e “000...", re s-
pectivamente. Esses limites devem ser consaiars
para gerago da funcé@o aproximada.

Tabelal. Exemplo de representacéo de coeficientes na LUT.

f

(%) =4, +b()?— pxj)+c()7— pxj)2+ PN C)

pa‘ra pxj < i < pxj+1 € ‘Fm+1(xn) = f~m(xn)'

C Binario Real
0<c<0,125 00 0,0625
0,125< ¢ < 0,25 01 0,1875
0,25<¢< 0,375 10 0,3125
0,375<¢c<0,5 11 0,4375




3 Propagacéo da incerteza e o erro de apréx
macao

A incerteza associada a variavel independentes,,
pode ser originada de diversas formas: devido a
guantizagdo em um conversor A/D, arredondamento
ou truncamento de célculo, precisdo de um codific
dor 6tico ou de um relégio, entre outras. No caso de
um conversor A/D ideal, o valor de &= 0/2 €
€min = -0/2, em queq é o passo de quantizagdo. Para
i =1,...,n, os valores das incertezas sé&o limitados
por: & O [Eximin Eximad, €M que normalmente sdo
constantes para todo o conjunto. Essa incerteza é
propagada través da funcdo aproximada causando
uma incerteza na geracdo dos valoresgde deve ser
considerada de forma a garantir a exatiddo desejada
na geracédo dos valores.

A incerteza associada a variags limitada por:
€si O [Esimin» Esimad, Parai =1, ..., n e pode ser divid-
da em duas compa@ntes:eg = €p; + €pi. Ep SE deve a
propagacao da incertezg através da funcaaproxi-
mada, eea € 0 erro de aproximagao di.) por ().
Dessa forma, os limites da incertezae; podem ser
calculados a partir dos limites de suas coamentes,
gue sao definidos como: €pi O [Epimin, Epimad €
€ai O [Eaimin, Eaimad-

Para o célculo dos limites da componersteve-
rifica-se a propagacao dos piores casos dos valores
de g,, através da fungdo aproximada. Para tal, pede
se definir:

)\]j = :F(XI +€ximax)_ F(Xl) e

)\Zi = F(Xl + Sximin)_ f~(X|) (6)

Inicialmente, ndo se dispde da funcdo apno-

da. Entretanto, a equacéof) pode ser aproximeda
para utilizar a funcdo ndo aproximada:

A:I.i = f(Xi +£ximax)_ f(xl) €

)\Zi = f(xl +8ximin)_ f(xl) (7)
Ainda, para 0s casos em qQU&,max= -Exmin, €M
gue os valores dgn.x S840 pequenos para toda a faixa

de variagdo de, e em que a fungabé diferenciavel,
podese fazer a seguinte aproximagao:

A1i :_AZi = f.(xi)eximax' (8)
Os limites da componente originada pela pasp
gado da incertezg, podem entdo ser calculados por:
Epimax = ma)<)\1i ’)\Zi) € Enimin = min(}‘n ')\Zi)' 9)

O erro de aproximacagy pode ser calculadogp
ra todo o conjunto de valores xieor:

en = f(x)=F(x)-
Finalmente, os limites da incertezapodem ser
calculados por:

(10

Ssimax = SPima>< + SAi e Esimin = SPimin + SAi (11)

A componente devido a propagacéo da incerteza
na variavek, €p, calculada através de)( nao apen-
de da funcéo aproximada, ao contrariee

4 Geracgao da fungéo aproximada

A funcdo aproximada é gerada a partir de valores
armazenados em uma LUT. O problema de dimens
onamento da LUT consistem definir um algoritmo
gue fornecga:
O numero de pontos de quebra e de codificie
tes;
« O valor dos pontos de quebra e dos coefieie
tes;
* Aresolugdo de armazenamento da LUT.

O procedimento para o calculo da resolucao de
armazenamento da LUT é desenvolvido a seguir.
Entretanto um procedimento, ou algoritmo, para
definicdo do nimero de pontos de quebra e calculo
dos valores dos coeficientes que garanta uma solucdo
6tima é bastante complexo.

Definindo-se o erro maximo aceitavel de agio
dos valores desem (1), podese definir a faixa ade
tavel do erro de aproximagao a partir 2ed de 1),
por:

=t (12

EAimin = _éy - EPimin € SAima>< y _sPimax'
Ainda, devese garantir que a componentd @i

nada da propagacéo da incerteza emseja sempre

menor que o erro maximo aceitavel de geracéosde

ou seja:

‘SPimin‘ < gy € ‘SPimax‘ < éy . (13)

Os vdores calculados a partir dd&%) podem e-
tdo ser utilizados para verificar se a resolucéo dos
valores gerados, utilizando a fun¢é@o aproximada,
corresponde a resolugdo minima aceitavel.

Uma vez que a fun¢do aproximada € gerada a
partir de valores armazenados na LUT, e supondo
gue ndo existe perda de resolugéo no célculo dos
valores eny, a resolugdo minima de armazenamento
na tabela deve ser tal que o erro de quantizacas pr
porcionado (devido a resolucéo da tabela) seja igual
ao minimo valodeeg,. Ou seja:

Yiax ~ Ymin \ ’ 14
NT = logz[2min({8Amax’_8Amin})) ( )

em que { €amax -€aminf € @ concatenacao dos dois
vetores.
O procedimento generalizado para o dimemwsi
namento da tabela deve realizar as seguintes etapas:
» Definir a minima resolucéo de geracao das v
lores da variavel dependeni&;
« Calcular a componente devido a propagacgéo
da incerteza, através de?) e 9);
e Calcular os valores limites do erro de apai-
macace, através del2), garantindo 13). Ca-
so contrario, deve se modificar a resolucao




desejada de geracdo geou diminuir a ince- Para o segundo aspecto, dese avaliar qual -

teza associadaxa lugdo causa menor perda de resolucdo, para toda a
» Definir a resolucdo de armazenamento da-t  faixa de variacédo de dentre as que tenhasrmesmo
bela,Nr, através deld); namero de pontos de quebra e mesma resolugéo de

» Utilizar um algoritmo especifico para puar armazenamento. A perda de resolugéo é fungédo da
os pontos de quebra ere os valores dose soma do erro de aproximacao e da incertezagma-
eficientes. gada e quanto maior o valor dessa soma pior é a

O algoritmo para dimensionamento da tabeda d aproximacao. O indice de avaliagdo para o segundo
ve procurar os pontos de quebra de tal forma que o aspead pode ser expresso por:

erro de aproximacéo para cada valondesteja sm- N, = max{{e  + € pman—€n —Epimn)/ €, - (16)
pre contido dentro dos limites aceitaveis, ou seja: o
€ai O [Eaimin, Eaima- Diversos algoritmos podem ser Substituindo 12) em (L6), podese escrever:

utlllzados que podem ]‘ornecer varios rgsul_tadossan n, = max({sAi ~ € g + Ey€p F Epimin §y})/§y,
fatérios, mas, devido a caracteristica nao linear do

problema, proporcionada pela quantizacdo dosoral _ _ 17
res, ndose disp8e de uma formulagdo para inttar que pode ser ainda reduzida para:
uma solugao otima. n, = max({sAi ~ € pimax: € aimin €Ai})/éy +1(18)
o 3 _ O maximo valor possivel do segundo indice de
5 Avaliacéo de fungGes aproximadas avaliacdo, calculado através del@), é igual a 1 e

_ _ _ _ ocorre quandaa fungéo aproximada atinge um dos
Em muitas situacoes e de interesse avaliar do ponto |imites de aproximagéo_ O minimo valor possive|
de vista comparativo solugGes obtidas por diferentes deste indice é igual a max({s e })/g e

~ A~ . Pimax?’ Pimin y'

métodos e levando em conta pardmetros e apraxim
¢cOesdiferentes. Neste cenério, garantindo a resm
de geracdo, podse verificar dois aspectosothinan-
tes: 1) A melhor solucdo é aquela que utiliza menos

ocorre quand@,; é zero para 0 maior valor & imax
Isso implica que para o menor valor deste indice, 0
erro de aproximgdo ndo necessita ser zero para toda
memoéria e que resulta em um nimero menor de-po faixa de variagcdo d& mas apenas no maior valor da
to de quebra e menor resolugéo de armemmento; Incerteza propagada., i . .
2) Para um conjunto de solugdes com o nsao ni- Uma vez que os indiceg e n, sdo de diferentes
mero de pontos de quebray, e mesma resokdo de magnitudes, o indice geral de avaliagdo pode ser
armazenamentdyr, a melhor solucdo é agela que  calculado pela soma destes, dada por:
causa menor perda de resolucéo. _mN max{€ ;= € e Eaimin — Eail) (19

Observase empiricamente que quanto menor o n= N, g
nimero de pontos de quebra, mais proximm pior " g
caso do erro de aproximacéo fica dos limites. Isso
torna os dois aspectos definidos anteriorment#l co 6 Exemplos
tantes: a melhor solucdo é aquela que utilizaemos
memoria e que se aproxima mais da funcdo ideal,  Nesta segéo, apreserta um exemplo de aproxias
mas, quanto menos memoria utilizada, maiguie 2 50 de uma fung&o seno utilizando interpolacde-in
funcéo a'proxmada. fica da fungéo |§ieal. Dessa formag 54 partir de valores armazenados em umaltate
para definir um indice geral de avali acdo, faz-se  equivaléncia. Por ser uma funcéo simétrica, se faz
necessario avaliar os dois aspectosgjehdentmen- necessdo aproximar apenas um quarto da fucao,
te, levando em conta a relevancia de cada um deles. .o o angulo variando de zero a90°, e os demais

O primeiro aspecto € de maior relevanai@@o  yalores podem ser gerados através de logica cémb
se considera a redugéo de memoria mais impote.  pacional. Esse exemplo é ilustrativo e, dessa forma,
Dessa forma, para solugdes que satisfacam os Fequisytjliza-se uma resolucéo de geracdo pequena, de
tos de resolucéo de geragéo da variavel de interesse,forma que os resultados apresentados nas diversas

a melhor € aquela que ocupa menosemdria. Defi- figuras possam ser facilmente compdégs.
ne-se o primeiro indice de avaliacdo como send

N, = mN g, (15 6.1 Limites da fung&o aproximada
NT min

Considerase que os valores do angulo sédo quaatiz
dos em quatro bits e a incerteza associada é de %2

em gueNm,in € 0 minimo valor deNy calculado ata- LSB que equivale a &max= 2,1825. Na tabela (2),
ves de I-?r). ] apresentarse os valores binarios dex e o an gulo
O minimo valor den,, calculado através dd§),  equivalente com duas casas decimais.

€ zero e ocorre para 0 & em que a aproxisgao é
feita utilizando apenas um ponto de quebra e usando
a resolugcdo minima de armazenamento



Tabela2. Valores binarios de e angulo equivalente
X 0 1 2 3 4 5 6 7
X | 2,81| 8,44|14,06| 19,69| 25,31| 30,94| 36,56 42,19
X 8 9| 10| 11| 12| 13| 14| 15
X | 47,81| 53,44| 59,06| 64,69| 70,31| 75,94| 81,56| 87,19

sen§) com resolugdo de trés bits, e dessa forma-tem
se, a partir de X), g, =0,0625 A funcéo de geragéo

aser aproximada, devido a quantizagdo, pode ser

Desejase gerar os valores aproximados de

calculada por:

_ (Xx+0,5))
y= ser{golﬁj

Na Figural, apresentsse os limites da inceet

propagada e os limites do erro de aproximaca

A partir da Figura 1, pode-se observar como a
incerteza inicial, constante para todos os valores de

é modificada pela func¢éo néo linear.

tes da fungéo aprdrmada e os limites de geracdo de

Na Figura2, apresentae a funcao ideal, ogi

y, em funcéo dos valores binariosxde

6.2 Avaliacdo de solucdes de aproximacao

A resolu¢éo minima de armazenamento naléab
de equivaléncia é calculada a partir da equacad) (

0.08 T T T T T T T

Figural. Limites da incerteza propagael@o erro de aproximagao

1.2

0.8

0.6

0.4

0.2

(20
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F O+ e

Figura2. Fungao ideal, limites de geracdo dos valoresele
limites da func&o aproximada

N = 5,14 bits. Para veéficacéo do critério de avadi-
¢do, apresentarae a seguir trés solu¢desnapiricas,
com diferentes valores d¢; e de coeficiates, cons
derando os limites calculados no item 6.1. Para esse
caso de estudo, 0 maximo e 0 minimo valores fgess
veis den2 sdo 1 €,7832, respectamente.

Nas Figuras3, 4 e 5, apresentanse os erros de
aproximacao para trés solugfes difeesn Os inttes
de avaliacdo sao indicados nas figuras e locais dos
pontos de quebra que sdo armazenados na tabela sdo
representados por “x” sobre o eixo.

Podese observar que para um valor dg; sufi-
cientemente grande, o erro de aproximacao aptase
umaforma bem comportada, que no caso € areif-
¢a da reta aproximada e a curva ideal. Entretato,
guando a resolu¢do de armazenamento na tabela é
reduzida, essa caracteristica deixa de existir devido a
guantizacdo dos coeficientes e resolucdo limitada do
calculo da fungdo aproximada.

7 Conclusdes

Neste trabalho foi apresentado um procedimento para
definicdo de restricdes e limites para aproag&o de
fungbes néo lineares por fungdes polinomiais por

0.08 T T T T T T T

006 mn,=5,8323
N, =0,9910

n=6,8233

€ 4max

0.04F

0.02F

-0.02

-0.04

_0.06 1 ' 1 I ! 1

1
14 X 16

Figura3. Erro de aproximacéo pana= 3 eNr = 10, com coefic
entes calculados utilizando pontos sobre a curva ideal.

0.08 T T T T T T T

006 m,=5,8323
n. = 0,9849

n=628173

€ imax

-0.02

-0.04

-0.06

Figurad. Erro de aproximagao pana= 3 eNr = 10, com coefic
entes calculados utilizando pontos fora da curva ideal.



0.08

0.06F m, =3,4994
M, =0,9873
N =4,4867

0.04F

0.02F

.0.06 1 ! | | | | 1
0 2 4 6 8 10 12 14 X 16

Figura5. Erro de aproximacéo pana= 3 eNr = 6, com coefig
entes calculados utilizando pontos fora da curva ideal.
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partes, para aplicagao em sistemas embarcados. NO Flammini, A., D. Marioli, e A. Taroni (1999)Appli-

procedinento é considerado que a variavel ieden-

dente possui uma incerteza associada na sua geragao.

Apresentotse também um critério de awdiacéo de
solucdes de aproximacao que pode serizaitlo para

comparar diversas soluc¢des fornecidas por diferentes

métodos.
A partir do exemplo fornecido, podge observar

gue o problema de aproximacéo, quando se restringe
a resolucao e o célculo é realizado em virgula fixa, €

bastante complexo. Quanto menor a resolugéo de
armazenamento mais descontinua e nao linear é a
funcé@ode aproximacao resultante, que se deverpri

cipalmente a quantizacao dos coeficientes na tabela
de equivaléncia e do calculo dos valores da fungao

aproximada.
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