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Resumo Neste trabalho, presenta-se um procedimento para definir as restrições e limites de aproximação de uma função não 
linear por funções polinomiais por partes. Considera-se que a variável independente é gerada com uma incerteza associada. 
Também, considera-se que os cálculos da função aproximada são realizados em virgula fixa e com resolução limitada, que é 
mais adequado para implementação em sistemas embarcados com baixo poder computacional. Propõe-se um critério de avalia-
ção de uma solução de função aproximada, que pode ser utilizado para comparação de diversas soluções fornecidas por diferen-
tes procedimentos. Um exemplo de aproximação de uma função não linear é apresentado para ilustrar os procedimentos propos-
tos. 

Abstract A procedure for defining the constraints and limits for approximating a non-linear function by piecewise polynomial 
functions is presented. We consider the free variable to be generated with an associated uncertainty. Also, the calculation is car-
ried on using fixed-point arithmetic with limited resolution, which is more suitable for implementing in embedded systems with 
low computational power. A benchmark for evaluating an approximated function solution, which can be used for comparing 
several solutions yielded by different procedures, is also proposed. An example a non-linear function approximation is presented 
in order to illustrate the proposed procedures. 

Keywords Piecewise polynomial approximation, Nonlinear functions, Embedded systems, Table look-up, Signal generators, 
Micro controllers. 

Nomenclatura 

Nas definições apresentadas a seguir, o sobrescrito 
“~” representa aproximações e o sobrescrito “∩” re-
presenta valores máximos determinados de projeto. 

1    Introdução 

Diversas aplicações de eletrônica necessitam sistemas 
que gerem sinais ou valores utilizando funções não 
lineares. Em sistemas digitais de posicionamento, 
geralmente necessita-se converter a informação de 
ângulo em posição, utilizando funções trigonométri-
cas (Lygouras, 1999). Em instrumentação, diversas 
aplicações necessitam gerar funções não lineares para 
reconstrução dos valores de medição (Flammini et 
al., 1999), que podem ser utilizadas para compensa-
ção de não linearidades do sensor (Catunda et al., 
2000) ou para compensação da influência de grande-
zas que causam interferência (Catunda et al., 1998b, 
Catunda et al., 2001). 

Quando a aplicação permite a utilização de mi-
crocomputadores ou microcontroladores com um 
certo poder computacional, essas funções podem ser 
implementadas diretamente ou geradas utilizando 
cálculo em virgula flutuante (“floating -point”). 
Quando a aplicação não permite, por motivos diver-
sos, tais como redução de custos ou complexidade de 
projeto, pode-se optar por utilizar um sistema embar-
cado com cálculo em virgula fixa. Esse sistema pode 
ser composto, por exemplo, de um microcontrolador 
de oito bits de baixo custo, de uma FPGA ou de um 
ASIC (Catunda et al., 1998a). Entretanto, nesta op-

ção, as funções não lineares não podem ser imple-
mentadas diretamente e, geralmente, os cálculos são 
realizados em virgula fixa (“fixed-point”). 

Uma alternativa viável para aplicações em siste-
mas embarcados é usar funções polinomiais aproxi-
madas por partes (Burden e Faires, 1989). Neste 
caso, definem-se pontos de quebra da função aproxi-
mada que são armazenados em uma tabela de equiva-
lência (“Look-up Table”), juntamente com os coefi-
cientes necessários. Os valores de interesse são gera-
dos utilizando a função definida pelos pontos de 
quebra imediatamente inferior e superior ao valor de 
entrada. 

Aproximação de funções não lineares por fun-
ções polinomiais é um assunto bastante abordado na 
literatura e diversos autores têm proposto diferentes 
procedimentos para solução do problema (Chen et 
al., 1996, Chua e Deng, 1986, Julian et al., 1998, 
Lygouras, 1999, Manis et al., 1997) . Entretanto, 
nessas diversas abordagens, a variável independente 
é sempre considerada como exata. Neste trabalho, 
apresenta-se um procedimento para determinação das 
restrições e limites para aproximação de funções não 
lineares em sistemas embarcados que utilizem cálculo 
em virgula fixa. O procedimento leva em co nta a 
incerteza associada à variável independente e seu 
efeito na geração da variável dependente. Propõe-se 
tambem, um critério de avaliação de soluções de 
aproximação. Esse critério pode ser utilizado para 
comparar diversas soluções fornecidas por diferentes 
procedimentos de aproximação. 



2    Definições 

Em um sistema, necessita-se gerar valores utilizando 
uma função não linear definida por y = f(x), x ∈ [xmin, 
xmax] e y ∈ [ymin, ymax]. Deseja-se utilizar um sistema 
digital embarcado em que a função f não é disponível 
e em que os cálculos são realizados em virgula fixa, 
com número de bits limitado, e com a restrição de 
que os valores de y sejam gerados com uma exatidão 
equivalente a uma resolução de NY bits. Supõe-se que 
os valores de x e de y são positivos e seus valores 
mínimos são zero, que pode ser obtido adicionando-
se constantes à função f.  Essa constante pode ser 
subtraída após a geração dos valores de y. Desconsi-
derando-se a forma como os valores são gerados, 
tem-se que o valor máximo da incerteza associada 

yε
�

, para todos os valores de y deve ser de: 

 
1
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2 +=ε
YNy

y� . (1) 

Ainda, no sistema embarcado, pode-se utilizar 
apenas alguns valores de x e que possuem uma incer-
teza assoc iada à sua geração. Define -se 

{ }nxxx ~,,~~
1

�=  como os n possíveis valores de x e 

εx = { εx1, ..., εxn} como as incertezas associadas, tal 
que 

xxx ε+=~ . 

Uma solução problema é aproximar f por uma 
função polinomial por partes ( )xfs ~~= , em que s é 

uma aproximação de y. Entretanto, deve-se garantir 
que a incerteza de geração de s em relação a y, que 
depende da propagação da incerteza εx e do erro de 
aproximação, esteja dentro da especificação de exati-
dão do projeto, ou seja: 

 
ys ε≤ε

�
, (2) 

em que εs é a incerteza (ou erro) de geração de s, 
definida como: 

 sys −=ε . (3) 

2.1  Função aproximada 

A função aproximada é construída por partes a partir 
de valores armazenados em uma LUT que contém m 
pontos de quebra px = { px1, ..., pxm}, xpx

~⊆ , m ≤ n, 

e m conjuntos de coeficientes c = { c1, ..., cm}, 
cj = { aj, bj, ...} para j = 1, ..., m, em que o número de 
coeficientes é igual ao grau da interpolação mais um. 
Os pontos de quebra e coeficientes são armazenados 
com uma resolução de NT bits, que deve ser maior ou 
igual a NY. A função aproximada f

~  é composta por 

m funções 
jf

~  definidas nos intervalos [pxj, pxj+1], com 

j = 1, ..., m, px1 = x1 e  pxm+1 = xn, e definida como: 

 ( ) ( ) ( ) �+−+−+= 2~~~~
xjxjjj pxcpxbaxf , (4) 

para 
1

~
+<≤ xjxj pxp  e ( ) ( )nmnm xfxf

~~
1 =+ . 

No caso de interpolação linear, devido à simpli-
cidade de reconstrução da função aproximada, pode-
se optar por armazenar os coeficientes aj e bj, ou 
apenas os pontos correspondentes da variável y, pyj. 
A segunda opção necessita um tempo maior de pro-
cessamento porque os coeficientes têm que ser calcu-
lados em tempo real, e de uma posição a mais para 
armazenar o ponto de quebra em xn. Os coeficientes 
podem ser calculados por: 
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2.2  Quantização das variáveis 

Considera-se o cálculo da variável s e os valores 
armazenados na tabela em vírgula fixa, com resolu-
ção de NT bits. A variável s (assim como y) é escalo-
nada e o seu valor máximo é representado pela pala-
vra binária “111....”, de forma a se obter máxima 
resolução de representação. Os coeficientes não são 
escalonados, para evitar o uso diferentes escalas, e 
são representados diretamente por um número binário 
e um expoente, que define a posição da vírgula. Des-
sa forma, o valor máximo de um coeficiente pode ser 
diferente do valor máximo representável. Diversos 
valores de uma mesma variável têm uma mesma 
representação e possuem um mesmo valor de expoen-
te, que não necessita ser armazenado, mas deve ser 
levando em conta no cálculo de s. 

A quantização em uma resolução NT bits é reali-
zada dividindo-se a faixa de variação da variável em 

TN2  intervalos iguais, e o valor quantizado é definido 
no meio de cada intervalo. Para os coeficientes, con-
sidera-se o valor máximo da faixa de variação como 
o valor equivalente ao maior número binário que 
pode representa-lo. Caso os coeficientes armazena-
dos na tabela apresentem valores negativos, deve-se 
dispor de um bit para a representação do sinal. Como 
exemplo de quantização, considere um coeficiente 
que varie de 0 a 0,4 e que se deseja armazena-lo com 
resolução de dois bits. O valor máximo de variação é 
considerado como 0,5 e o expoente como -3. Os 
valores binários e equivalentes reais são apresentados 
na tabela 1. 

Além da quantização, os valores máximo e mí-
nimo que s pode assumir são equivalentes aos valores 
binários, com resolução NT, “111...” e “000...”, res-
pectivamente. Esses limites devem ser considerados 
para geração da função aproximada. 

Tabela 1. Exemplo de representação de coeficientes na LUT. 

C Binário Real 
0 ≤ c < 0,125 00 0,0625 

0,125 ≤ c < 0,25 01 0,1875 
0,25 ≤ c < 0,375 10 0,3125 
0,375 ≤ c ≤ 0,5 11 0,4375 



3    Propagação da incerteza e o erro de aproxi-
mação 

A incerteza associada à variável independente x, εx, 
pode ser originada de diversas formas: devido à 
quantização em um conversor A/D, arredondamento 
ou truncamento de cálculo, precisão de um codifica-
dor ótico ou de um relógio, entre outras. No caso de 
um conversor A/D ideal, o valor de εxmax = q/2 e 
εxmin = -q/2, em que q é o passo de quantização. Para 
i = 1, ..., n, os valores das incertezas são limitados 
por: εxi ∈ [εximin, εximax], em que normalmente são 
constantes para todo o conjunto. Essa incerteza é 
propagada través da função aproximada causando 
uma incerteza na geração dos valores de s, e deve ser 
considerada de forma a garantir a exatidão desejada 
na geração dos valores. 

A incerteza associada à variável s é limitada por: 
εsi ∈ [εsimin, εsimax], para i = 1, ..., n e pode ser dividi-
da em duas componentes: εsi = εPi + εAi. εP se deve à 
propagação da incerteza εx através da função aproxi-
mada, e εA é o erro de aproximação de f(.) por ( ).~

f . 

Dessa forma, os limites da incerteza εs podem ser 
calculados a partir dos limites de suas componentes, 
que são definidos como: εPi ∈ [εPimin, εPimax] e 
εAi ∈ [εAimin, εAimax]. 

Para o cálculo dos limites da componente εP ve-
rifica-se a propagação dos piores casos dos valores 
de εx, através da função aproximada. Para tal, pode-
se definir: 

 ( ) ( )ixiii xfxf
~~

max1 −ε+=λ  e  

 ( ) ( )ixiii xfxf
~~

min2 −ε+=λ . (6) 

Inicialmente, não se dispõe da função aproxima-
da. Entretanto, a equação (6) pode ser aproximada 
para utilizar a função não aproximada: 

 ( ) ( )ixiii xfxf −ε+=λ max1
 e  

 ( ) ( )ixiii xfxf −ε+=λ min2
. (7) 

Ainda, para os casos em que εxmax = -εxmin, em 
que os valores de εxmax são pequenos para toda a faixa 
de variação de x, e em que a função f é diferenciável, 
pode-se fazer a seguinte aproximação: 

 ( ) max21 ' xiiii xf ε≈λ−≈λ . (8) 

Os limites da componente originada pela propa-
gação da incerteza εx podem então ser calculados por: 

 ( )iiPi 21max ,max λλ=ε  e ( )iiPi 21min ,min λλ=ε . (9) 

O erro de aproximação εA pode ser calculado pa-
ra todo o conjunto de valores de x por: 

 ( ) ( )iiAi xfxf −=ε ~ . (10) 

Finalmente, os limites da incerteza εs podem ser 
calculados por: 

 
AiPisi ε+ε=ε maxmax

 e 
AiPisi ε+ε=ε minmin

 (11) 

A componente devido à propagação da incerteza 
na variável x, εP, calculada através de (7), não depen-
de da função aproximada, ao contrário de εA. 

4    Geração da função aproximada 

A função aproximada é gerada a partir de valores 
armazenados em uma LUT. O problema de dimensi-
onamento da LUT consiste em definir um algoritmo 
que forneça: 

• O número de pontos de quebra e de coeficien-
tes; 

• O valor dos pontos de quebra e dos coeficien-
tes; 

• A resolução de armazenamento da LUT. 
O procedimento para o cálculo da resolução de 

armazenamento da LUT é desenvolvido a seguir. 
Entretanto um procedimento, ou algoritmo, para 
definição do número de pontos de quebra e cálculo 
dos valores dos coeficientes que garanta uma solução 
ótima é bastante complexo. 

Definindo-se o erro máximo aceitável de geração 
dos valores de s em (1), pode-se definir a faixa acei-
tável do erro de aproximação a partir de (2) e de (11), 
por: 

 
minmin PiyAi ε−ε−=ε

�
 e 

maxmax PiyAi ε−ε=ε
�

. (12) 

Ainda, deve-se garantir que a componente origi-
nada da propagação da incerteza em x seja sempre 
menor que o erro máximo aceitável de geração de s, 
ou seja: 

 
yPi ε<ε

�
min

 e 
yPi ε<ε

�
max

. (13) 

Os valores calculados a partir de (12) podem en-
tão ser utilizados para verificar se a resolução dos 
valores gerados, utilizando a função aproximada, 
corresponde à resolução mínima aceitável. 

Uma vez que a função aproximada é gerada a 
partir de valores armazenados na LUT, e supondo 
que não existe perda de resolução no cálculo dos 
valores em y, a resolução mínima de armazenamento 
na tabela deve ser tal que o erro de quantização pro-
porcionado (devido a resolução da tabela) seja igual 
ao mínimo valor de εA. Ou seja: 

 
{ }( ) 	


���
ε−ε

−≥
minmax

minmax
2 ,min2

log
AA

T

yy
N , (14) 

em que { εAmax, -εAmin} é a concatenação dos dois 
vetores. 

O procedimento generalizado para o dimensio-
namento da tabela deve realizar as seguintes etapas: 

• Definir a mínima resolução de geração dos va-
lores da variável dependente, NY; 

• Calcular a componente devido à propagação 
da incerteza εx através de (7) e (9);  

• Calcular os valores limites do erro de aproxi-
mação εA através de (12), garantindo (13). Ca-
so contrário, deve se modificar a resolução 



desejada de geração de y ou diminuir a incer-
teza associada à x; 

• Definir a resolução de armazenamento da ta-
bela, NT, através de (14); 

• Utilizar um algoritmo específico para procurar 
os pontos de quebra em x e os valores dos co-
eficientes. 

O algoritmo para dimensionamento da tabela de-
ve procurar os pontos de quebra de tal forma que o 
erro de aproximação para cada valor de x esteja sem-
pre contido dentro dos limites aceitáveis, ou seja: 
εAi ∈ [εAimin, εAimax]. Diversos algoritmos podem ser 
utilizados que podem fornecer vários resultados satis-
fatórios, mas, devido à característica não linear do 
problema, proporcionada pela quantização dos valo-
res, não se dispõe de uma formulação para indicar 
uma solução ótima. 

5    Avaliação de funções aproximadas 

Em muitas situações é de interesse avaliar do ponto 
de vista comparativo soluções obtidas por diferentes 
métodos e levando em conta parâmetros e aproxima-
ções diferentes. Neste cenário, garantindo a resolução 
de geração, pode-se verificar dois aspectos dominan-
tes: 1) A melhor solução é aquela que utiliza menos 
memória e que resulta em um número menor de pon-
to de quebra e menor resolução de armazenamento; 
2) Para um conjunto de soluções com o mesmo nú-
mero de pontos de quebra, m, e mesma resolução de 
armazenamento, NT, a melhor solução é aquela que 
causa menor perda de resolução. 

Observa-se empiricamente que quanto menor o 
número de pontos de quebra, mais próximo o pior 
caso do erro de aproximação fica dos limites. Isso 
torna os dois aspectos definidos anteriormente confl i-
tantes: a melhor solução é aquela que utiliza menos 
memória e que se aproxima mais da função ideal, 
mas, quanto menos memória utilizada, mais distante a 
função aproximada fica da função ideal. Dessa forma, 
para definir um índice geral de avali ação, faz-se 
necessário avaliar os dois aspectos independentemen-
te, levando em conta a relevância de cada um deles. 

O primeiro aspecto é de maior relevância quando 
se considera a redução de memória mais importante. 
Dessa forma, para soluções que satisfaçam os requisi-
tos de resolução de geração da variável de interesse, 
a melhor é aquela que ocupa menos memória. Defi-
ne-se o primeiro índice de avaliação como sendo: 

 1
min

1 −=η
T

T

N

mN , (15) 

 
em que NTmin é o mínimo valor de NT calculado atra-
vés de (14) 

O mínimo valor de η1, calculado através de (15), 
é zero e ocorre para o caso em que a aproximação é 
feita utilizando apenas um ponto de quebra e usando 
a resolução mínima de armazenamento 

Para o segundo aspecto, deve-se avaliar qual so-
lução causa menor perda de resolução, para toda a 
faixa de variação de x, dentre as que tenham o mesmo 
número de pontos de quebra e mesma resolução de 
armazenamento. A perda de resolução é função da 
soma do erro de aproximação e da incerteza propa-
gada e quanto maior o valor dessa soma pior é a 
aproximação. O índice de avaliação para o segundo 
aspecto pode ser expresso por: 

 { }( ) yPiAiPiAi εε−ε−ε+ε=η �/,max minmax2
. (16) 

Substituindo (12) em (16), pode-se escrever: 

 { }( ) yyAiAiyAiAi εε+ε+ε−ε+ε−ε=η ��� /,max minmax2
,  

   (17) 

que pode ser ainda reduzida para: 

 { }( ) 1/,max minmax2 +εε−εε−ε=η yAiAiAiAi �  (18) 

O máximo valor possível do segundo índice de 
avaliação, calculado através de (18), é igual a 1 e 
ocorre quando a função aproximada atinge um dos 
limites de aproximação. O mínimo valor possível 
deste índice é igual a { }( ) yPiPi εε−ε �/,max minmax

, e 

ocorre quando εAi é zero para o maior valor de εPimax. 
Isso implica que para o menor valor deste índice, o 
erro de aproximação não necessita ser zero para toda 
faixa de variação de x, mas apenas no maior valor da 
incerteza propagada. 

Uma vez que os índices η1 e η2 são de diferentes 
magnitudes, o índice geral de avaliação pode ser 
calculado pela soma destes, dada por: 

 { }( )
y

AiAiAiAi

T

T

N

mN

ε
ε−εε−ε+=η � minmax

min

,max  (19) 

6    Exemplos  

Nesta seção, apresenta-se um exemplo de aproxima-
ção de uma função seno utilizando interpolação line-
ar a partir de valores armazenados em uma tabela de 
equivalência. Por ser uma função simétrica, se faz 
necessário aproximar apenas um quarto da função, 
com o ângulo variando de zero a 90ο, e os demais 
valores podem ser gerados através de lógica combi-
nacional.  Esse exemplo é ilustrativo e, dessa forma, 
utiliza-se uma resolução de geração pequena, de 
forma que os resultados apresentados nas diversas 
figuras possam ser facilmente compreendidos. 

6.1  Limites da função aproximada  

Considera-se que os valores do ângulo são quantiza-
dos em quatro bits e a incerteza associada é de ½ 
LSB que equivale a εxmax = 2,1825o. Na tabela (2), 
apresentam-se os valores binários de x e o ân gulo 
equivalente com duas casas decimais. 



Deseja-se gerar os valores aproximados de 
sen(x) com resolução de três bits, e dessa forma tem-
se, a partir de (1), 0,0625=ε y

�
. A função de geração 

a ser aproximada, devido à quantização, pode ser 
calculada por: 

 ( ) � ���� +=
16

5,0~
90sen

x
y  (20) 

Na Figura 1, apresenta-se os limites da incerteza 
propagada e os limites do erro de aproximação. 

A partir da Figura 1, pode-se observar como a 
incerteza inicial, constante para todos os valores de x, 
é modificada pela função não linear. 

Na Figura 2, apresenta-se a função ideal, os limi-
tes da função aproximada e os limites de geração de 
y, em função dos valores binários de x. 

6.2  Avaliação de soluções de aproximação 

A resolução mínima de armazenamento na tabela 
de equivalência é calculada a partir da equação (14), 

NT ≥ 5,14 bits. Para verificação do critério de avalia-
ção, apresentam-se a seguir três soluções empíricas, 
com diferentes valores de NT e de coeficientes, consi-
derando os limites calculados no item 6.1. Para esse 
caso de estudo, o máximo e o mínimo valores possí-
veis de η2 são 1 e 0,7832, respectivamente. 

Nas Figuras 3, 4 e 5, apresentam-se os erros de 
aproximação para três soluções diferentes. Os índices 
de avaliação são indicados nas figuras e locais dos 
pontos de quebra que são armazenados na tabela são 
representados por “x” sobre o eixo. 

Pode-se observar que para um valor de NT sufi-
cientemente grande, o erro de aproximação apresenta 
uma forma bem comportada, que no caso é a diferen-
ça da reta aproximada e a curva ideal. Entretanto, 
quando a resolução de armazenamento na tabela é 
reduzida, essa característica deixa de existir devido à 
quantização dos coeficientes e resolução limitada do 
cálculo da função aproximada. 

7    Conclusões 

Neste trabalho foi apresentado um procedimento para 
definição de restrições e limites para aproximação de 
funções não lineares por funções polinomiais por 

Tabela 2. Valores binários de x e ângulo equivalente 

x~  0 1 2 3 4 5 6 7 

x 2,81 8,44 14,06 19,69 25,31 30,94 36,56 42,19 

x~  8 9 10 11 12 13 14 15 

x 47,81 53,44 59,06 64,69 70,31 75,94 81,56 87,19 

 

Figura 1. Limites da incerteza propagada e do erro de aproximação 

 

Figura 2. Função ideal, limites de geração dos valores de y e 
limites da função aproximada 

 

Figura 3. Erro de aproximação para m = 3 e NT = 10, com coefici-
entes calculados utilizando pontos sobre a curva ideal. 

 

Figura 4. Erro de aproximação para m = 3 e NT = 10, com coefici-
entes calculados utilizando pontos fora da curva ideal. 



partes, para aplicação em sistemas embarcados. No 
procedimento é considerado que a variável indepen-
dente possui uma incerteza associada na sua geração. 
Apresentou-se também um critério de avaliação de 
soluções de aproximação que pode ser utilizado para 
comparar diversas soluções fornecidas por diferentes 
métodos. 

A partir do exemplo fornecido, pode-se observar 
que o problema de aproximação, quando se restringe 
a resolução e o cálculo é realizado em virgula fixa, é 
bastante complexo. Quanto menor a resolução de 
armazenamento mais descontinua e não linear é a 
função de aproximação resultante, que se deve prin-
cipalmente à quantização dos coeficientes na tabela 
de equivalência e do cálculo dos valores da função 
aproximada. 
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Figura 5. Erro de aproximação para m = 3 e NT = 6, com coefici-
entes calculados utilizando pontos fora da curva ideal. 


