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Resumo Neste artigo é considerado o problema de controle para sistemas não-lineares desconhecidos. Empregando-se redes neu-
rais artificiais parametrizáveis linearmente para parametrizar as não-linearidades desconhecidas, um controlador é projetado para for-
çar os estados do sistema desconhecido a rastrear uma trajetória de referência limitada. Empregando-se a teoria de estabili dade de
Lyapunov é provado que o erro de rastreamento, assim como todos os sinais em malha fechada, são UUB (uniformly ultimately
bounded) e que  o controlador é robusto face ao surgimento ou presença de perturbações desconhecidas que podem incluir câmbios
inesperados no sistema devido a falhas, distúrbios externos e dinâmica não-modelada.

Abstract In this paper the control problem for unknown nonlinear systems is considered. By using linearly parameterized neural
networks to parameterized the unknown nonlinearities, a controller is designed to force the states of the unknown system to follow a
given bounded reference trajectory. Lyapunov stabilit y theory is used to guarantee both uniform ultimate boundedness for all signals
in closed loop and robustness in the presence of unknown perturbation that can include unexpected changes in the system vector field
due to faults, external disturbances and nonmodeled dynamics.
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1    Introdução

Objetivando-se a implementação de controladores de
alto desempenho para certas classes de sistemas não-
lineares desconhecidos, na última década vários
pesquisadores têm direcionado sua investigação para
a abordagem neural [1-5]. Basicamente, este interes-
se é motivado pela capacidade de aproximação uni-
versal das redes neurais artificiais (RNA) [6,7], o
que viabili za que não-linearidades desconhecidas na
planta possam ser substituídas por RNA, simpli fi-
cando desta forma o problema de parametrização.

Embora inicialmente a maior parte da pesquisa
sobre controle neural fosse de natureza empírica,
ultimamente, têm sido desenvolvidos esquemas de
controle para determinadas classes de sistemas não-
lineares baseados na teoria de estabili dade de Lya-
punov (vide por exemplo [8-12]). Em [8] foi pro-
posto um esquema de controle estável baseado em
observador e usando redes neurais parametrizáveis
linearmente. O observador foi projetado para siste-
mas SISO afins no controle (i.e. o controle aparece
linearmente na equação de estados). Contudo, o
controlador requer sistemas SISO em uma forma
canônica que constitui uma classe mais restriti va de
sistemas. Em [9,10] foram desenvolvidos esquemas
de controle via realimentação da saída para mani-
puladores robóticos (definidos por uma equação de
estado de segunda ordem, sendo um dos estados
mensurável).

Em [11] foram considerados sistemas afins no
controle da forma

( ) ( )uxGxfx +=
�

onde nx ℜ∈  é assumido a ser completamente men-

surável, mu ℜ∈  e f, gi, i=1, ..,m com

[ ]m21 gggG �=  são campos vetoriais contí-

nuos desconhecidos que satisfazem localmente a
condição de Lipschitz. O objetivo do controle é for-
çar os estados a rastrear uma trajetória de referência
limitada gerada a partir de um exosystem ( )rxBx =

�

de dinâmica desconhecida. Desta maneira, foi pro-
posto o seguinte observador-controlador e provado
que todos os sinais em malha fechada são limitados:
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onde W , 1W , rW  são matrizes de pesos de dimen-

sões apropriadas e 1S , S , rS  são os regressores.

Em [12], ao nosso conhecimento o resultado mais
geral de controle via realimentação do estado, consi-
dera-se o problema de rastreamento do exosystem

( )rxBx =
�

 na presença de distúrbios limitados aditi-

vos e multipli cativos no sistema desconhecido. Foi
adicionando um sinal para robustecer o controle,
objetivando-se garantir que todos os sinais em malha
fechada são UUB.

A principal deficiência de todos os controlado-
res mencionados consiste em que podem se tornar
instáveis na presença de perturbações dependentes
em forma desconhecida do estado ou do controle e
não podem ser apli cados diretamente para sistemas
não-afins. Assim, é altamente desejável o projeto de



controladores robustos para estes casos, isto é, para
sistemas não-afins, e na presença de perturbações
dependentes, de forma desconhecida, do estado ou
do controle.

Neste artigo é proposto um controlador robusto
na presença das perturbações supracitadas para sis-
temas não-lineares que podem ser não-afins no con-
trole. Mais exatamente, são considerados sistemas
gerais, ao contrário de [11,12], onde são considera-
dos sistemas afins, e empregada uma rede neural
artificial parametrizável li nearmente (RNAPL) para
aproximar o sistema desconhecido, e consequente-
mente às perturbações desconhecidas. A seguir, um
controlador é projetado para forçar os estados do
sistema a rastrear uma trajetória de referência limi-
tada de dinâmica desconhecida, que também é apro-
ximada por outra RNAPL. Usando-se a teoria de
estabili dade de Lyapunov, é provado que todos os
sinais em malha fechada são UUB.
 Preliminares

As seguintes notações são usadas neste arti-

go.ℜ denota os números reais, nℜ denota os vetores

reais de dimensão n, nxmℜ denota as matrizes reais
de dimensão nxm, o valor absoluto é denotado por

⋅ . A norma euclidiana de um vetor nc ℜ∈ é deno-

tada por c , se nxmA ℜ∈  então 
F

A  denota a

norma de Frobenius e é definida por

{ }AAtra:A T

ij

2
ij

2

F
== ∑  onde {}.tr  denota o traço

de uma matriz. ( ) { }Mx:x:MB ≤=  denota uma

bola de raio M, ( )⋅maxλ  e ( )⋅minλ  denotam o maior e

o menor autovalor de uma matriz. Finalmente con-
sidere a seguinte definição.
Definição[15] : As soluções de ( )x,tfx =

�
 são UUB

(uniformly ultimately bounded) se existem constan-
tes positi vas b, c e para todo ( )c,0∈α  existe uma

constante ( )αTT =  tal que

( ) ( ) Ttt,btxtx 00 +≥∀≤⇒< α

2 Formulação do problema

Considere os sistemas dinâmicos representados por
 ( )u,f χχ =

�
                            (1)

onde ⊆ℵ∈χ nℜ   é o vetor de estado e é assumido

ser completamente mensurável, ⊆∈Uu mℜ  é o

sinal de controle, f  é um campo vetorial contínuo

desconhecido que satisfaz localmente a condição de
Lipschitz.

Dado o sistema (1) e uma trajetória de referên-
cia ( )txr  limitada gerada a partir de um exosystem

de dinâmica desconhecida
( )rrrr u,xfx =

�
                           (2)

 O objetivo consiste em projetar um controlador
dinâmico

( )rccc x,,xfx χ=
�

                        (3)

( )rcc x,xhu =                              (4)

tal que χ  e cx  sejam limitados 0t ≥∀  para qual-

quer condição inicial ( ) ( )[ ]0x,0 cχ  e o sistema em

malha fechada (1), (3)-(4) satisfaça

( ) ( ) ( ) Tttxtte0T er ≥∀≤−=>∃ αχ  .

onde 0e >α  é uma constante pequena, T é finito,

cf , rf  e ch  são contínuos, cf , rf  satisfazem lo-

calmente a condição de Lipschitz e ru  é uma entra-

da de referência.
Para a solução do problema supracitado é neces-

sária a seguinte assunção:
(A1) Existem funções suficientemente suaves, únicas
e limitadas ( )txr  e ( )tur  tal que

( )rrr u,xfx =
�

                           (5)

para alguma condição inicial ( )0xr , ( )0ur  e 0t ≥∀ .

A assunção (A1) requer a existência de uma
trajetória de entrada ( )tur  que reproduza a desejada

trajetória de referência ( )txr . Em outras palavras,

(A1) garante a existência de um controle ( )tu  que

possibilit a o rastreamento do sinal de referência
( )txr .

Objetivando-se parametrizar convenientemente
os sistemas (1) e (2), são empregadas RNAPL’s.
RNAPL’s foram inicialmente usadas por Polycarpou
et alli [8] para identificação e controle estável de
sistemas não-lineares, e incluem uma ampla classe
de topologias tais como high order neural networks,
RBF networks,  wavelet networks, multil ayer neural
networks sob algumas assunções, etc (vide por
exemplo [8,13,14]). Em geral tais redes são descritas
matematicamente por

( )ζWSy =                  (6)

onde mn+ℜ∈ζ  é o vetor de entrada, py ℜ∈ é o

vetor de saída, pxLW ℜ∈ , mnL +≥  é a matriz de

pesos, Lmn:S ℜℜ + � é uma função vetorial não-
linear das entradas à rede pré-processadas por uma
função s(.) sigmoidal. Adicionalmente, se a rede
considerada satisfaz a condição de aproximação
universal e a condição de regularidade e L é selecio-
nado adequadamente, pode ser provado (vide [8,13]
para maiores detalhes) que ela pode aproximar, com
qualquer grau de precisão, funções não-lineares e
sistemas dinâmicos contínuos. É importante ressal-
tar que em geral o erro de aproximação diminui
conforme L aumenta.

Ë importante ressaltar, que para a aproximação
das não-linearidades desconhecidas, também podem
ser empregados fuzzy system [16] ou qualquer outro
tipo de aproximador linear nos parâmetros e de
regressor limitado.



 ( )u,zSŴBux̂Ax̂ ++=
�

( )
rrrrrrr xSŴBx̂Ax̂ +=

�

( ) ( )( )rrrrr
1 xxSŴBu,zSŴBu ∆π ++−= −

Fig. 1- Estrutura do controlador proposto.

O rastreamento é reali zado ao se inserir um
compensador no caminho de realimentação objeti-
vando-se reconstruir a entrada de referência ru  que

não é mensurável. O compensador emprega
RNAPL’s para parametrizar não-linearidades desco-
nhecidas no sistema e no exosystem. A estrutura do
esquema proposto é mostrada na Fig. 1 para referên-
cia.

Somando e substraindo-se uA +χ , a equação

(1) pode ser expressa como
( )u,guA χχχ ++=

�
               (7)

onde ( )iadiag:A −=  com 0ai >  para i=1,2, ...,n,

( ) ( ) uAu,f:u,g −−= χχχ , e ( )uu π= ,
nm: ℜℜ �π  é uma função invertível que pode ser

escolhida como

[ ]




=
<=

nmse,Ku
nmse,0uuK:

T
m1 �π

com ( )ikdiag:K = , 0ki ≠  para i=1,2, ...,n.

A equação (7) podem ser rescrita usando-se
RNAPL como

( ) vu,SBWuA +++= ∗ χχχ
�

         (8)

onde ( )u,g χ = ( ) vu,SBW +∗ χ ,  v  é o vetor de erro

de aproximação definido, similarmente a [8], como

( ) ( )u,SBWu,g:v χχ ∗−=               (9)

onde assume-se que ( ) 0t,vtv 0 ≥∀≤  para alguma

constante positi va 0v , Lmn:S ℜℜ + �  conforme

definido em (6), ( )ibdiag:B =   com 0bi ≠  para

i=1,2, ...,n, nxLW ℜ∈∗   é requerida unicamente
para fins analíti cos, sendo uma matriz constante
“ótima”, que, similarmente a [8], podem ser definida
como

( )
( ) ( )

∞

∈
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∈

∗ −= u,SŴBu,gminarg:W

u

MBŴ

χχ

χ
U

      (10)

onde Ŵ  é uma estimativa da matriz ∗W .
A estrutura (8), sugere um estimador da forma

( )u,zSŴBux̂Ax̂ ++=
�

                 (11)

onde ( ) ( )( ) 0Stu,tzS ≤  para alguma constante posi-

tiva 0S  e para todo 0t ≥ , χ=z  para a configura-

ção serie-paralela, e x̂z =  para a configuração pa-
ralela.

Considerando-se  (8) e (11), o erro de estado
satisfaz

( ) vu,zSW
~

Bx~Ax~ −++= ω
�

            (12)

onde χ−= x̂:x~ , ∗−= WŴ:W
~

 and

( ) ( )( )



=−
== ∗ x̂zifu,Su,zSBW

zif0
: χ

χω . Note que

( ) 0t,vtv 0 ≥∀≤  e ( ) 0t,t 0 ≥∀≤ ωω , para algu-

mas constantes positi vas 0v  and 0ω .

Da mesma forma, a equação (5) pode ser res-
crita como

( ) ( )rrrrrrrr u,xgxgxAx ++=
�

         (13)

onde ( )rir adiag:A −= , 0ari >  para i=1,2, ...,n,

( ) ( ) ( )rrrrrrrrrr xgxAu,xf:u,xg −−= .

Usando-se RNAPL para parametrizar o mapea-
mento desconhecido ( )rr xg , obtém-se

( ) rrrrrrrrr vxSWBxAx ω+++= ∗�
       (14)

onde ( )( ) 0t,StxS 0rrr ≥∀≤  para alguma cons-

tante positi va 0rS , ( )rrrr u,xg:=ω ,

( )rir bdiag:B = , 0bri ≠  para i=1,2, ...,n,

rnxL
rW ℜ∈∗ , rr Ln

r :S ℜℜ � , ( ) 0t,vtv 0rr ≥∀≤  e

( ) 0t,t 0rr ≥∀≤ ωω  para algumas constantes posi-

tivas 0rv  e 0rω .

Note que (5) foi rescrita na forma (13), objeti-
vando-se  fazer rS  em (14) implementável, pois ru

não é mensurável.
A estrutura (14), sugere um estimador da forma

( )rrrrrrr xSŴBx̂Ax̂ +=
�

              (15)

e por conseguinte o erro de estado do exosystem
satisfaz

( ) rrrrrrrrr vxSW
~

Bx~Ax~ ω−−+=
�

       (16)

Definindo-se o erro de rastreamento como

rx:e −= χ , decorre

( )u,f χχ =�( )rrrr u,xfx =
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  (17)

onde rrvv: ωα −−= , ( )AA: r −=∆ . Note que

( ) 0t,t 0 ≥∀≤ αα , para alguma constante positi va

0α .

A lei de controle é selecionada como

( ) ( )( )rrrrr
1 xxSŴBu,zSŴBu ∆π ++−= −   (18)

Então, usando-se (18) em (17), obtém-se o erro
de rastreamento em malha fechada

( ) ( ) α++−= rrrr xSW
~

Bu,zSW
~

BAee



     (19)

3    Análise de estabili dade

Nesta seção, são escolhidas leis de adaptação conve-

nientes para os pesos Ŵ  e rŴ  objetivando-se ga-

rantir a estabili dade do esquema de controle pro-
posto e convergência de erro de rastreamento a uma
pequena vizinhança da origem.
Teorema 1:

Considere os sistemas não-lineares descritos por
(1), a assunção (A1), os estimadores (11) e (15), as
seguintes leis de adaptação para os pesos,

( )u,zSx~kŴx~cŴ T−−=



           (20)

( )r
T
rrrrr xeSkŴecŴ −−=



             (21)

e a lei de controle definida em (18) onde,
ℜ∈> 0k,k,c,c rr .

 Então,      rr W
~

,W
~

,e,x~,x~  são UUB.

Prova:

A prova é omitida uma vez que utili za argu-
mentos similares a [17].

Comentários:

• Note de (18) que
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onde ( ){ }0rW
~

W
~ W

~
,max

r0r
αα = , r0tx xsup

r ≥=α

e ( ){ }0W
~

W
~ W

~
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0
αα = .  Logo, ( )tu  é UUB

com respeito ao conjunto

{ }u
m uu αΩ ≤ℜ∈= . Note, também de

(22), que o esforço de controle pode ser regula-
do para satisfazer uma determinada saturação
imposta pelo sistema físico. De fato, como será
mostrado posteriormente nas simulações, esco-

lhendo-se as matrizes de projeto B  e rB , tal

que 
FrB  e 

F
B  sejam pequenas, o esforço do

sinal de controle é reduzido para valores con-
venientes. Contudo, valores muito pequenos
para 

FrB  e 
F

B  podem deteriorar o com-

portamento transitório do sistema.
• Uma vez que as constantes de projeto

rminrimini c,c,a,a  podem ser escolhidas arbitra-

riamente as regiões de convergência 
rx~rx~ α≤ ,

rW
~rW

~ α≤ , ee α≤ , W
~W

~ α≤ , x~x~ α≤  po-

dem ser reduzidas, sem comprometer a estabil i-
dade, a uma vizinhança arbitrária da origem.
Contudo, pequenas regiões de convergência re-
querem também uma adequada escolha das
RNAPL’s, isto é, L , rL , S  e rS  deverão ser

selecionados de modo a se garantir erros de
aproximação v  e rv  pequenos.

• Uma deficiência comum na maioria dos con-
troladores para sistemas não-lineares afins é que
podem se tornar instáveis face ao surgimento de
perturbações dependentes em forma desconhe-
cida do estado ou do controle (possivelmente
não afins). O controlador aqui proposto preserva
a estabili dade nesse cenário, pois considera sis-
temas gerais desconhecidos (onde estão incluí-
das as perturbações supracitadas). Adicional-
mente, não é assumida nenhuma restrição sobre
as não-linearidades desconhecidas do sistema ou
do exosystem (unicamente que sejam contínuas
e satisfaçam localmente a condição de
Lipschitz) e neste sentido o controlador pro-
posto é universal e reusável.

• Um procedimento usual para o controle de sis-
temas não-lineares gerais consiste em transfor-
má-lo em outro sistema estendido de maior or-
dem, mas afim no controle, para o qual é proje-
tado o controlador. O sistema estendido afim é
obtido adicionando-se uma cadeia de integrado-
res na entrada, o que eleva a ordem do sistema e
torna mais complexo o controlador. A aborda-
gem aqui proposta, ao tratar com o sistema ge-
ral diretamente, contorna a necessidade de ex-
tensão dinâmica, e consequentemente é de mais
fácil implementação.

• Casos nos quais o estado não esteja disponível
pode ser tratado com pequenas alterações no
controlador. Para maiores detalhes vide [18].

4    Simulações

Nesta seção, são apresentadas simulações com a
finalidade de ressaltar a apli cabili dade do controla-
dor proposto a situações práticas de interesse. Em
todas as simulações foram empregadas high-order
neural networks (HONN) [13] e um passo de inte-



gração de 0.001s. Mais detalhes sobre a seleção dos
parâmetros da HONN podem ser encontrados em
[13].

Considere o sistema descrito por [11]
( )u,ucos5.0sin1.0 χψχχχχχ ++++−=

�
   (23)

e a trajetória de referência limitada,
( ) ( )ttanh5txr =                       (24)

É importante ressaltar que o sistema (23) é uti-
li zado unicamente para a geração da trajetória de
estado ( )tχ  na simulação. Na implementação do

controlador proposto é assumido que o sistema (23)
é desconhecido.

O objetivo consiste em projetar um controlador
que force o estado do sistema (23) a rastrear a traje-
tória de referência limitada (24) gerada a partir de
um exosystem de dinâmica desconhecida.

Para tanto, foi implementado o seguinte obser-
vador-controlador,

( )u,SŴBux̂x̂ χ++=
�

                 (25)

rrrrr SŴBx̂x̂ +=
�

                       (26)

TSx~100Ŵx~400Ŵ −−=
�

            (27)

T
rrr eS100Ŵe400Ŵ −−=

�
            (28)

rrr SŴBSŴBu +−=                    (29)

onde

( ) ( )[ ]TussS χ= ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]Tr
5

r
4

r
3

r
2

rr xsxsxsxsxsS =  e

( ) ( )( )⋅−+
=⋅

5.0exp1

2
s .

O controlador (25)-(29) foi simulado com valo-
res iniciais nulos. Os estados iniciais do sistema (23)
e do exosystem (24) foram ( ) 10 =χ  and ( ) 00xr = ,

objetivando-se um erro de rastreamento inicial não
nulo que permita avaliar o desempenho do controla-
dor em condições iniciais desfavoráveis.

As figs. 2-3 mostram as trajetórias do erro de
rastreamento e do esforço de controle para diferentes
valores das constantes de projeto B, Br e para

( ) 0u, =χψ . Inicialmente, na fig. 2, onde B=Br=3,

tem-se um rápido transitório. Entretanto, é necessá-
rio um considerável esforço de controle, que pode
estar além das limitações físicas do sistema. Não
obstante, o esquema proposto permite que o esforço
do controle seja reduzido simplesmente reduzindo-se
os valores das matrizes B e Br. Na fig. 3, onde
B=Br=0,3 é mostrado que o esforço de controle é
reduzido consideravelmente.

0 1 2 3
-0.5

0

0.5

1

Time(s)

e(t)

0 1 2 3
-20

-10

0

10

20

30

Time(s)

u(t)

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
0

1

2

3

4

5

Time(s)

x(t), xr(t)

Fig. 2- Erro de rastreamento, esforço de controle e trajetória real e
desejada para B=Br =3 e ( ) 0u, =χψ .
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Fig. 3- Erro de rastreamento, esforço de controle e trajetória real e
desejada para B=Br =0,3 e ( ) 0u, =χψ .

A seguir, objetivando-se verificar a robustez do
controlador proposto, tem-se que a perturbação

( )u,χψ  é uma função não-afim no controle. Note

que os controladores propostos em [11-12] não po-
dem ser apli cados neste caso. Assim o controlador
(25)-(29) foi apli cado quando

( ) ( )χχχψ 1.0expuu, 3 +=  e

( ) ( ) ( )223 10logu1.0expuu, χχχχψ +++= .
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Fig. 4- Erro de rastreamento, esforço de controle e trajetória real e

desejada para B=Br =0,3 e ( ) ( )χχχψ 1.0expuu, 3 += .
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Fig. 5- Erro de rastreamento, esforço de controle e trajetória real e
desejada para B=Br =0,3 e

( ) ( ) ( )223 10logu1.0expuu, χχχχψ +++= .

Com base nas figs. 2-5, pode-se concluir que o
controlador proposto apresenta desempenho e ro-
bustez satisfatórios.

5   Conclusões

Neste artigo foi investigado o problema de controle
de sistemas não-lineares desconhecidos, cujas não-
linearidades  podem ser aproximadas por RNAPL’s.
Mais exatamente, foi dada uma solução definiti va
para o seguinte problema geral: Dados um sistema

( )u,f χχ =
�  e um exosystem ( )rrrr u,xfx =

�  ambos de
dinâmica desconhecida, como projetar um controla-
dor que possibilit e um adequado rastreamento do
exosystem e mantenha todos os sinais em malha
fechada limitados?

Basicamente, não-linearidades desconhecidas
no sistema e no exosystem são aproximadas por
RNAPL’s, que são de estrutura conhecida e de pa-
râmetros deconhecidos (pesos), simpli ficando desta
forma o problema de parametrização. A seguir,
foram selecionadas leis de adaptação robustas para
os pesos e uma lei de controle que possibilit a que
todos os sinais em malha fechada sejam UUB. A
principal peculiaridade do controlador proposto é
sua generalidade quando comparado a outros da
literatura [11,12], que requerem que o sistema seja
afim no controle. Outra particularidade do controla-
dor proposto é a possibili dade de se regular o esforço
do controle, de modo a se satisfazer as restrições
físicas do sistema.
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