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Resumo - Este trabalho discute sobre a sintese de sistemas dinamicos através de equagtes de estado quando o nmimero de
entradas e saidas do meio de implementagdo é limitado. A solugdo empregada foi o particionamento em varias equagdes,
mantendo a fungéo entre as entradas e saidas, caracterizando ass m uma implementacéo dstribuida. Como resultado temos uma
estrutura modular (escalavel) paraum nimero arbitrario de entradas e saidas. Como ilustragdo € apresentado o estudo de um caso
de sintese de uma eguacdo de estado linear de tempo discreto decentralizada em dois microprocessadores que juntos realizam o
controlador multivariavel de um péndulo invertido. Aspectos pertinentes a implementacdo dgital, como influéncia do tempo de
processamento, sdo também abordados.

Abstract - Thiswork deals with the synthesis of dynamic systems through state space eguations when the number of inputs and
outputs of the hardware are limited. The solution applied splits the equations, whil e keegps the whole transfer function, resulting
in a distributed implementation. The result has a modular structure for an arbitrary number of inputs and outputs. A synthesis of
an linear equation in two microprocesors that together are a multivariable ntroller of an inverted pendulum is used as an

ill ustration. Others matters on the digital implementation, asinfluence of the time of processing, are also included.
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1. Introducdo e Mativacéao.
O comportamento dindmico de um sistema ou, mais
predsamente, do modelo dese sistema, € descrito

por equacdes diferenciais de variaveis reais, funcdes
do tempo. Suponha um conjunto massa-mola-atrito

aseqguir;
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Sistema massa-mola-atrito

O modelo do sistema pode ser representado de
vérias formas equivalentes, conforme ilustram as

Eq. (1), (i) e (iii):
mX(t) = —bx(t) — kx(t) +u(t) (i)

mv(t) = —bv(t) - k[v(t) dt+u(t) (i)
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Nos casos (i) e (ii), o conhedmento do valor da
respediva varidvel dependente (X para (i) e v para
(i) ), num determinado instante, ndo € suficiente
para determinar, s6 com as informagdes daquele
instante, os valores das demais grandezas. Com o

modelo no formato de espaco de estado (iii), o
conhedmento numeérico das variaveis de estado x(t)
e v(t) num determinado ingtante abitrério, permite
determinar todas as demais variavels internas do
sistema. Além diso, como esta equacdo da o
conhedmento da derivada das variaveis, podemos
antever o valor delas num instante futuro

Por eses motivos e por mais uma série de
propriedades, € mnveniente adotar a representacdo
de estados ndo s6 para sua andli se, mas também para
sua sintese. As boas propriedade das equactes de
estado na sintese de @ntroladores digitais é
estudada por (Astrom, 1997 e varios problemas
inerentes a sintese digital sGo também anali sadas.
Uma questdo de ordem prética porém € deixada de
lado: alimitacdo do nimero de entradas e saidas do
hardware utilizado. E neste sentido que este
trabalho apresenta sua contribuicao.

A principal motivacdo deste trabalho surgiu quando
no curso de Controle Multivaridvel da graduacdo
incluimos no conteido do laboratdrio a sintese de
controladores com os DSPs (Digital HSgnal
Procesor) disponiveis na indituicdo: kits de
desenvolvimento dotados de 2 (duas) entradas
andogicas e 1 (uma) saida analdgica. O problema
pasou a ser entdo como redliza sistemas de um
nimero arbitr&rio de entradas e saidas sem a
necessdade de realizamos um projeto de hardware
ou a guiscdo de novos kits. Ndo é cmum se
transmitir os dados de forma anal égica entre DSF,
pois, dém de diminuir a imunidade a ruidos do
sistema, introduz-se @ros de quantizacdo e drasos.
Contudo, amejou-se que o resultado fizese uso
apenas da teoria de sistemas, por questfes didéticas



do curso. A solucdo encontrada foi realizar uma
asciacdo modular dos DSPs, que € descrita em
detalhes no item (2) deste trabalho. No item (3)
descrevemos brevemente o DSP que serd usado para
a sintese da euacdo de estado. Para ilustrar a
vali dade do método, incluimos no item (4) o estudo
de um caso de mntrole de um péndulo invertido
cujo controlador resultou com 3 (trés) entradas e
1 (uma) saida.

2. Equacéo de Estado Particionada.

Uma vez que pretende-se sintetizar as equagdes de
estado digitalmente, todo o desenvol vimento tedrico
foi feito no dominio do tempo discreto. Para
simplificar a notacdo, uma equacdo de estado serd,
quando necessirio, representada abreviadamente
pelas 4 matrizes na notacdo da Eq. (1).
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Considere a guacdo de estado (EQ. 2) e ade saida
(Eq. 3) com B, C e D naforma particionada.

x(k+1) = A. x(k) + B.u(k)
y(k) =C . x(k) + D . u(k)
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Este sstema possii uma matriz funcdo de
transferéncia F associada dada pela Eq. (4).
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O sistema de dimensdo pxr pode ser fatorado
(particionado) em equagdes de estado de forma que
a matriz funcdo de transferéncia global é idéntica a
da equacdo ariginal, pois cada saida pode ser escrita
como mostra akEg. (5).
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Uma maneira de ser redizar tal particionamento é
usando a mesma matriz dindmica em todas as
equacdes de estado (Eq. 6). Embora desta maneira o
estado ndo sgja propriamente fatorado, a realizacdo
€ particionada no sentido de ada ejuacdo de estado
é feita com um nimero menor de entradas e saidas,
conforme motivacdo inicial.
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No particionamento, as saidas de uma ejuacdo de
estado sdo entradas de outra. As Edg. (8) e(9)
ilustram com is® pode ser feito, através de
equacdes de estado de 2 entradas e 1 saida, para um
sistema de 3 entradas e 1 saida (Eq. 7), exatamente
como é utilizado no exemplo numérico da segio 4.

,(2)0
Y@=[F@ FRE FREIG,E O
H.(9E
v@=[F@ F(z)]%li ;D ©
Portanto,
_ (DT
Y2 =[1 F,(2)] ' oF 9)

2.1 Aspedos Préticos da Sntese.

Normamente o tempo de amostragem de uma
equacdo de tempo discreto aparece ©mo
coeficientes nos proprios e ementos das matrizes A,
B, C e D. Desta maneira, € necessrio conhece o
tempo de e&eaicdo da equacdo, antes de sua
implementacdo. A forma mas comum para se
resolver tal problema é a ciacdo de um esquema de
interrupcdo cujo periodo é superior a0 maximo
tempo de processamento da equacdo. Os dados
terminam de serem processados antes do periodo de
amostragem e sdo enviados a0 mundo externo
imediatamente ou no instante da interrupcdo. A
estratégia de aguardar até o evento da interrupcdo
normalmente épreferido umavez que acarretard um
atraso mais facil de ser tratado matematicamente.
Essa aocdo implica, por causa do tempo de

processamento, em multiplicar por z"' as fungdes
de transferéncia



Espedalmente para sistemas de @ntrole, €
importante mnsiderar os atrasos de fase no sina
introduzidos. Neste trabalho, limita-se a estudar o
problema do atraso computacional. Ao asociar
DSPs para asintese da uma equacdo, 0s arasos
computacionais ocorrerdo em cada um deles. Para
simplificar a andlise da influéncia que estes atrasos
geram, buscou-se uma forma de alterar as egquactes
de ta forma que os atrasos computacionais

continuasseem a serem vistos como simples atrasos

z™ na funcdo de transferéncia global. Assm,

aguns dos gnais que degam a um DSP sio
forcosamente atrasados de um ndmero de periodos
de amostragem, dentro da prépria equacdo de estado
daquele DSP, que émodificada paratanto.

Outro cuidado relacionado com aimplementacdo € a
inicializacdo do sistema. Uma vez que a equacdo de
estado é implementada de forma distribuida, o vetor
inicial de estados deve ser caregado em cada DSP
de acordo com o particionamento.

Na ilustracdo que veremos adiante, o mdédulo
utilizado posali 2 entradas e 1 saida. Com ele, um
sistema de dimensdo pxr poder ser implementado
com r sistemas px1, onde @ada um desses pode ser
implementado como ilustra o diagrama da Fig. 1.
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Figural. Sintesede um sistema px1

S80 necessarios portanto, para este tipo de restricdo
as entradas e saidas, (p - 1) .I processadores para
a sintese da equacdo ariginal.

3. O DSP TM S320C31 e sua or ganizacao

O distema de processamento de uma equacdo de
estado multivaridvel, aqui proposto, utiliza en cada
médulo de processamento um TMS320C31 DSK
(DSP Sarter Kit) o qua € formado por um
conjunto de subsistemas composto de: (i) um
processador digital de sinais de propdsito gera de
32 bits com unidades aritméticas em ponto flutuante
(DSP TMS320C31); (ii) memdria interna local de
2 KWords para amazenamento de programas e
dados, e (iii) um circuito de interface anadgica
(AIC) constituido de um conversor anal 6gico digital
e um conversor digital ana 6gico.

O TMS320C31 uilizado opera com ciclo de
instrucdo de 40 ns e rediza 50 milhdes de operacdes
em ponto flutuante por segundo (MFLOPS ou 25
milhdes de indrugdes por segundb MIPS
(desconsiderando-se aspedos como "wait-states').
Isto deve-se ao fato do processador dispor de duas
unidades em ponto flutuante, sendo uma para soma
e a outra para multiplicacdo, que podem operar em
paraddo (Chassaing, 1999) e (Sorensen, 1997.

O processsdor possii um  barramento  de
enderecanento 24 hits, 0 que posshilita acessr
16 MWords de programas, dados ou /O, sendo que
a comunicagdo do processador com o AIC, é feito
pelo canal serial de comunicagdo existente no DSP.
No sistema proposto, utiliza-se a saida de um
conversor digital analdgico para mnedar a entrada
de um outro conversor anal gico digital.

O programa fonte € escrito em linguagem de
montagem e depois convertido em linguagem de
maguina por um montador (DSK3A).

O «cbdigo de méquina é caregado nos
processadores com o DSK3D. O progama é
amazenado na memdria de cala moduo de
processamento para exeaucdo, em tempo red, da
equacdo de etado (Eq. 1) e para wntrole do
periférico AIC na leitura das duas entradas
andogicas u; e u e dai fornecg uma saida
analdgica y;. Observe que a comunicagdo de dados
se dé peatransmissio dey, (DSR,) para aentrada u,
do médulo de processamento seguinte (DSR,.1) .

Basicamente 0 programa, que € igual em cada um
dos médulos de processamento, realiza s fguintes
tarefas descritas no fluxograma da Fig. 2.

A organizacdo dos médulos de processamento
utilizada para solucionar o problema inicia da
quantidade de dados de entrada e saida limitada en
cada médulo de processamento, foi elaborada de
maneira a se mnseguir uma solucdo para qualquer
nimero de entradas e saidas de um dado sistema,
onde dravés da escalabilidade (Hwang, 1993 do
nimero de processadores « pode aumentar
lineamente o nimero de entradas para o sistema.

Em um modelo de aomputador paralelo escalar, para
manter a diciéncia de omputagdo a um dado
probema, tem-se um aumento do tamanho da
maguina (n) proporcional ao aumento do tamanho
do probdema (s), onde n é o nimeo de
processadores e s € o nimero de entradas do noso
sistema. Com base no estudo da escalabili dade, que
determina 0 gau de @samento entre um
computador e uma aplicacdo agoritmica chegamos,
fundamentado no fato de que @da mddulo de
processamento tem duas entradas e uma saida, a
configuracdo sugerida, mostrada na Fig. 1, para
resolver o problemainicial.
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Figura2. Fluxograma

4. llustracdo Numérica.

Um caso classco no projeto controladores € o
péndulo invertido. Este sistema possi duas
varidveis de mntrole (Ahguo em relacdo a vertical e
a posicdo do carrinho). Uma das maneiras para
smplificar a estratégia de ntrole é criar uma
varidvel de mntrole solre a qual reaem os dois
objetivos de @ntrole, que 8o manter o anguo nulo
€ 0 carro numa posicdo X arbitréria. Iso é
conseguido com o controle da posicéo y da cabe@
do péndulo, com a restricdo de que asolucdo sga
estavel. Isto implica num x fixo e no angulo nulo. O
controlador deste sistema tem trés entradas.  Ygesgados
Xmedidos 0 medido € UMa saida: v.

ul(k) = Bmedido

Definindo, Uy (K) = Xredido
U3(k) = ydesejado
e
y(k) =v
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Figura 3. Pénduloinvertido

A equacdo de estado de um compensador capaz de
controlar 0 péndulo invertido da Bytronic
International Ltd. (Bytronic) é dado pela equacéo a
seguir, discretizado numa taxa de amostragem de
500 Hz.
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numericamente,

(01.0149 -0.0149] [0-0.0274 -0.0740 0.0274]E

Ho.0693 0.9307 Ho.0419 0.1131-0.0419HF
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-
G= 0
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A sintese sera feita por 2 DSPs de 2 entradas e
1 saida cada, como ilustra aFig. 4, a seguir:



y(n)=Cx(n)+Du(n)
x(n+1) =Ax(n) +Bu(n)

DSP,

y(n) =Cx(n) +Du(n) y
us x(n+1) =Ax(n) +Bu(n) >

DSP,

Figura4. Sintese om dois DSPs

Este @so é simples e pode dar margem a encokbxir as
potencialidades da solucdo e induzir o leitor a crer
gue um dos DSPs faz afuncéo apenas de somar as
contribuicBes. Isto ficaria mais evidente se a
equacdo de estado ndo fosse de ordem téo reduzida.
De fato, cada DSP sintetiza uma equagdo dinamica
deordem n.

As equacles de estado de @ada DSP, sem levar em
consideracdo o0 araso computaciona, resultam
COMO Sse segue:

(01.0149 -0.01491 [-0.0274 -0.074C[IE

Ho.0693 0.9307 Ho.0419 0.1131HC
C

DSP =
E[1.7723 -1.7925] [3.7000 9.9900] E

w(k+1) = A.w(k)+[BL B2]. gligg

k
y:(k) =C.w(k)+[D1 D2]. ﬁlikig

A funcdo de transferéncia implementada pelo DSP,
€ dada por:

Y(9=F(U,()+F,(9M,(2
Para 0 segundo DSPtemos,

(01.0149 -0.0149] 0 0.02740

bsp = 010.0693 0.93074 Ho -0.04197C
B C
37]
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z(k+1) = A.z(k)+[0 B3]. gligg

O, (K)C

y(k)=C.z(k)+[1 D3]. O (o

e aexpressio da saida global em relacdo as entradas
resulta:

v,
V@) =1Y,@+F,(QU,@=[F, F, Flob,
i

3
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Com a adocdo de uma taxa de amostragem de
500Hz eda estratégia de ler/enviar os dados para o
mundo externo somente no instante de interrupgao,
implicam em atrasos computacionais individuais de
0,00,

y(n) =Cx(n) +Du(n)
Uz x(n+1) =Ax(n) +Bu(n)]
Del ay
DSP1 Conput aci onal
Y1
y(n) =Cx( ) +Du( ) ,F- Y,
us x(n+1) =Ax(n) +Bu(n) 1z
De ay
Del ay = DSP, Conput aci onal
EXTRA

Figura5. Atrasos normalizados

Como o DSP contribui  com 1 atraso
computacional, entdo para que o DSP, tenha suas
entradas igualmente atrasadas de 1 periodo de
amostragem, sua ejuacdo deve ser dterada para
incorporar tal atraso. O resultado é que as funcdes
de transferéncia s8o as mesmas asciadas a G,

multipli cadas por z 2.

y(n)=C&x(n) +Du(n)
uz x( n+1) =Ax( n) +BU( n) _._
ay
DSP, Conput aci onal

y(n) =Cx(n) +Du(n) y
us x( n+1) =Ax(n) +Bu( n) ’F >

DSP, com Us. 2t Conput aci onal

Figura 6. Sintese do atraso pelo DSP,



A nova equacdo de estado do DSP, que incorpora o
atraso somente na segunda entrada resulta:

[11.0149 -0.0149 0.02747 [0 OO
[50.0693 0.9307 -0.0414 0 05C

_0 C
DSE =gF0 0 0 5 B0 1BF
0 C
H[1.7723-1.7925 -3.7000 [1 0] F

Uma andlise smples da ejuacdo origina permite
avaliar se o resultado da associacdo escalavel de
DSPs 4 detiva. Neste @so basta analisarmos ®
0 sistema de @ntrole suporta 0 atraso de fase de

Z? (0,004).

Neste eemplo, 0s atrasos computacionais S0
insignificantes face a dindmica do processo a ser
controlado. Assm, a implementacéo distribuida serd
equivalente aimplementacdo ilustrada aseguir:

y(n) =Cx(n) +Du(n) y
Uz x(n+1) =Ax(n) +Bu(n) >
u = Del ay Del ay
3

Figura7. Implementacdo equivalente

Simulagdes confirmaram que a solu¢do com dois
DSPs é auivalente a implementacdo numa Unica

equacao.

Funcdes que ocorrem em instantes diferentes foram
aplicadas simultaneanente as entradas dos dois
sistemas. Restaria andisar as conseqiéncias da
implementacdo dgital. Como o pocessador a ser
utilizado possii uma ULA que opera em ponto
flutuante e om uma quantidade de hits elevada,
espera-se que a simulacdo reflita a sintese wm os
DSPs, se forem tomados os cuidados necessirios
com o escalonamento de varidveis, os quais, para o
caso da ilustracdo, podem ser feitos através de
transformacgtes lineaes.

5. Comentarios e Conclustes

Este trabalho dscutiu solre a aciacdo de DSPs
com um nudmero limitado de entradas e saidas para
a sintese de uma equagéo de estado com um ndmero
arbitrario de entradas e saidas. A solucdo sugerida
foi o0 uso escaldvel de DSPs disponives,
configurando um implementacdo decentralizada.

Para ilustrar didaticamente as posshbili dades,
mostramos como o controlador multivariavel de um

péndulo invertido dotado de 3 entradas e 1 saida
pode ser implementado com 2 DSPs de 2 entradas e
1 saida
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