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 Este artigo propõe uma nova arquitetura conexionista. O método proposto associa múltiplos especialistas em dife-

rentes partes do domínio utilizando funções de pertinência. Os resultados numéricos obtidos até o momento apontam as potenci-
alidades do esquema proposto.
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 In this paper a new connectionist architecture is proposed. The proposed method associates multiple experts in di-

fferent parts of the domain by using membership functions Numerical results are quite encouraging point to the potentiality of
the proposed scheme.
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Em Pedreira alii(2001 e 2001a) apresentou-se uma
nova arquitetura conexionista para abordar o proble-
ma de aproximação funcional e interpolação. Propõe-
se nesses artigos uma arquitetura conexionista para
interpolação, uma forma de emular uma função em
um intervalo do domínio onde apenas uma parte dos
pontos é conhecida. O algoritmo proposto é capaz de
reconstruir a função a partir de estimativas locais ao
longo do domínio de interesse, por meio de uma
arquitetura não usual. A função é aproximada, por
um conjunto de funções de apoio muito simples,
muitas vezes lineares e por funções de pertinência.

Neste artigo apresenta-se uma revisão dos resul-
tados anteriores e introduz-se a idéia de misturas de
especialistas associados a arquitetura proposta em
Pedreira alii (2001 e 2001a).
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Nesta seção apresenta-se uma breve revisão da
estrutura de redes locais-globais Pedreira alii (2001 e
2001a). A idéia central é expressar o mapeamento
entrada-saída através de uma função composta por
partes. A estrutura básica é constituída pela combina-
ção de pares compostos de funções de aproximação e
funções de pertinência. As funções de pertinência
definem em cada trecho do domínio a participação da
função de ativação a ela associada. É possível a ocor-
rência de sobreposições parciais das funções de per-
tinência proporcionando uma maior riqueza do ma-
peamento pretendido. Desse modo o problema de
aproximação de funções é enfocado especializando-
se grupos de neurônios, formados pelos pares anteri-
ormente descritos, que emulam a função geradora em
cada setor do domínio. O grau de especialização em
um determinado trecho é dado pelo nível da função
de pertinência. Por exemplo, em um trecho onde

apenas uma das funções de pertinência assume valor
alto, haverá uma dominância da função de aproxima-
ção associada à mesma.

Consideremos uma rede com m nós ou neurôni-

os. Seja { }efg 1  a partição dos dados usada para trei-

namento. Por simplicidade algébrica e de notação
iremos considerar o caso onde x∈ℜ (o subscrito de x
será omitido), a generalização para o caso onde
x∈ℜn é algebricamente direta. Define-se, para cada
ponto x, m funções de pertinência do seguinte modo:












−+

−
−+

−= h[hijlkjlmhnhijokjompjlk hq rstt
rstttt

21 exp1

1

exp1

1  ,

onde Cj, dj, h
)1(u e h )2(v  j=1, ..., m, são parâmetros a

serem ajustados. Note-se que o parâmetro Cj reflete o
nível da função de pertinência, enquanto dj está rela-
cionado à declividade desta função. Os parâmetros

h )1(w e h )2(x delimitam o setor do domínio no qual a

função de aproximação associada a esta função de
pertinência é mais ativa. (ver figura 1).
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As funções de aproximação são tipicamente fun-
ções lineares ou quadráticas. Embora funções mais
complexas possam ser usadas sem prejuízo da estru-
tura teórica proposta, não parecem trazer contribui-
ção significativa ao modelo. Consideraremos então
funções de aproximação lineares:

κj(� ) = aj�  + bj  j=1, . . . ,m



onde aj e bj são os parâmetros a serem estimados.
Cada nó, ou neurônio, da rede é constituído de um
par {  função de pertinência ; função de aproximação}
(ver figura 2). Então, para cada nó é necessário esti-
mar 6 parâmetros (7 no caso de funções de aproxi-
mação quadráticas). Usualmente o número de nós
indica a complexidade do modelo.

As entradas são conectadas ao nó onde é efetua-
do o produto da função de pertinência Bj(� ) e da
função de aproximação κj(  ). A saída da rede é um
somatório da saída de cada um destes nós. Note que
não há pesos ligando a saída dos nós a saída da rede
(veja figura 2). Deste modo a saída do j-ésimo nó é
Bj(¡ ) κj(¢ ), e a saída da rede é dada por:

gm(£ ) = )()(
1
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Figura 2 – A arquitetura proposta

Definindo-se Bvet(« ) ≡ (B1(¬ ), B2( ), . . . Bm(® )) e
κvet(̄ ) ≡ (κ1(° ), κ2(± ), . . . κm(² )) pode-se escrever a
saída da rede em forma de produto interno, i.e.
gm(³ )= < Bvet(́ ), κvet(µ ) >.

O objetivo central é projetar uma rede cuja saída
aproxime uma função alvo, f(¶ ), da melhor forma
possível. Define-se então, uma função de erro como
uma combinação convexa do quadrado de duas me-
didas de erro E1 e E2:

E ≡ ( ) 2
2

1

2
1 )1( ·¸·
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(2.2)

onde

E1(» i) ≡ gm(¼ i) – y(½ i) e E2 ≡ 1 - ∑
=

¾
¿ ¿À

1
(2.3)

O termo E1 está associado a qualidade da apro-
ximação obtida enquanto E2 é usado com a finalidade
de manter as funções de pertinência limitadas. Na
realidade se está penalizando soluções nas quais o
somatório destas funções excede 1. A escolha da
unidade como valor limitante não é necessária embo-
ra confira mais interpretabilidade aos resultados.

Define-se, para cada neurônio, um vetor de pa-

râmetros Áℑ ≡ (Cj, dj, h
)1(Â , h )2(Ã , aj, bj) e o objetivo

central será encontrar Äℑ  que minimize a função de
erro E.

Em Pedreira alii (2001) e (2001a)  enuncia-se e
prova-se o teorema que garante que qualquer função
L2-integravél pode ser aproximada por funções da

forma (x)gm . Os valores iniciais dos parâmetros h )1(
1

e h )2(Å  podem refletir um conhecimento a priori do

domínio da função; além disso, propõe-se uma heu-
rística que pode ser utilizada para a escolha da solu-
ção inicial com a a finalidade de acelerar a conver-
gência. Também em Pedreira alii (2001 e 2001a)
apresenta-se uma comparação dos resultados obtidos
com estruturas clássicas do tipo MLP e RBF.
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A idéia de utilizar uma mistura de especialistas para
realizar mapeamento complexo de funções foi pri-
meiramente discutido por Jacobs, Jordan, Nowlan e
Hinton (1991). O desenvolvimento deste modelo
encontra motivação na proposta descrita por Nowlan
(1990) abordando a adaptação competitiva no apren-
dizado não-supervisionado como uma tentativa de
ajustar uma mistura de distribuições de probabilida-
des simples (tais como Gaussianas) a um conjunto de
pontos. É também influenciada pelas idéias desen-
volvidas por Jacobs (1990), utilizando uma arquitetu-
ra similar mas com uma função de custo diferente.

Em Nowlan & Hinton (1991) compara-se a per-
formance deste tipo de arquitetura, (a sugerida por
Jacobs Ö�×8ØYØ  (1991)) frente a uma rede simples de
backpropagation num problema de reconhecimento
de voz. Ressalta-se os resultados interessantes em
termos de decomposição de especialistas e as simula-
ções mostram a superioridade em termos de proprie-
dades de generalização frente a estrutura tradicional
com treinamento por retro-propagação. Em termos
gerais, o problema de mistura de especialistas, pode
ser apresentado como (Jacobs Ù~Ú&Û4Û , 1991)):

Supõe-se que, segundo o conhecimento do pro-
blema, o conjunto de casos de treinamento pode ser
dividido de forma natural em subconjuntos que se
correspondem a subtarefas diferentes. As interferên-
cias (erros de ajuste) podem ser reduzidas utilizando
um sistema composto por vários especialistas e uma
rede ‘ ÜÞÝPß4ßYà áLÜãâ , que decide qual especialista deve ser
utilizado para cada caso.

Cada especialista pode ser uma rede neural e to-
dos recebem as mesmas entradas e tem o mesmo
número de saída. A rede ‘ ä$åLæYæ4ç èLäSé  é também uma
rede backpropagation e poderia receber outro tipo de
entradas.  A partir da saída desta rede obtém-se as
probabilidades de selecionar cada especialista.
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Figura 3 – Múltiplos Especialistas

Desde os primeiros artigos, ressalta-se o fato que
numericamente uma destas probabilidades será muito
próxima a 1 enquanto que as outras anulam-se.

A idéia proposta no presente artigo consiste em,
ao invés de se trabalhar com as probabilidades P, que
são a saída da  rede ‘gatting’ , utilizar funções de
pertinência, como as usadas em Pedreira �������  (2001) e
(2001a) para propiciar uma transição suave de um
especialista e obter uma "boa mistura".

Na seção seguinte são apresentados resultados
numéricos preliminares. O intuito destes exemplos é
avaliar o funcionamento do método, com exemplos
simples e analisar como é feito numericamente a
divisão dos especialistas.
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Nesta seção serão apresentados  três tipos de proble-
mas: Problemas com 2 e 3 especialistas, onde consi-
dera-se que a resposta de cada especialistas se ajusta
a um polinômios de grau 1 e 2 (Retas e Parábolas).
Em seguida passa-se para um problema mais com-
plexo onde as aproximações de grau 1 e  2 não são
mais válidas e um dos especialistas passa a ser uma
rede neural.

Os dados para o treinamento foram simulados e
nenhum ruído foi adicionado aos dados. Nos exem-
plos das seções 4.1 e 4.3 (2 e 3 especialistas, polinô-
mios de grau 1 e 2) a primeira figura (Figuras 1a e
2a) representa a situação hipotética que gerou os
dados. A partir desta, geram-se os dados (6 ,f(7 ))
utilizados no treinamento. Partindo de uma solução
inicial razoável , treina-se a rede até obter a conver-
gência, com relação à função de erro considerada
(Eq. 2.2-2.3). O algoritmo de otimização utilizado foi
o Levenberg Marquardt.

Os dados utilizados na etapa de generalização
foram gerados através de uma distribuição uniforme
no intervalo considerado,  utilizando uma quantidade
correspondente ao 40% do total de dados na etapa de
treinamento. Em todas as tabelas apresenta-se como
medidas de erros, o EQM (Erro Quadrático médio) e
o MAPE(Mean Absolute Percentual Error).
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Nestes dois exemplos, considera-se que a situação
que gerou os dados é a representada nas figuras 4-a e
5-a . O conjunto de treinamento é formado a partir
desta situação utilizando W =[0:.1:6] (61 pontos) no
exemplo 1 e X =[0:.1:10] (101pontos) no exemplo 2.

A tabela 1 resume os resultados obtidos no trei-
namento e generalização para estes dois exemplos.

Tabela 1. Resultados do ajuste. Mistura de dos especialistas (reta e
parábola) Y Z�[S\ ]�^`_/[�]�a�b c�[�]�[�Z�^ed \ f�^eg�h`bi?j k+lnm�o�pqsr lntsuSvxw-y z%{�{�| z%}�~ ~����-z z%}�~ ~����-z

1 136 0.0344 0.0406 0.1731 0.0566 0.2052
2 75 0.1088 0.0377 0.5198 0.0348 0.5327
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Figura 4 - Mistura de 2 Especialistas.  Exemplo1.
a) Simulação dos Dados, partindo das funções de pertinência e
Especialistas. b) Amostra e Solução inicial. c) Ajuste in Sample d)
Solução obtida em termos de especialistas e funções de pertinên-
cia
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Figura 5 - Mistura de 2 Especialistas. Exemplo 2. a) Simulação
dos Dados, partindo das funções de pertinência e Especialistas. b)
Amostra e Solução inicial. c) Ajuste in Sample d) Solução obtida
em termos de especialistas e funções de pertinência

Os resultados obtidos para dois especialistas,
utilizando-se polinômios de grau 1 e 2 são ótimos. O
algoritmo converge em relativamente poucas itera-
ções (épocas) com excelentes valores  no treinamen-
to. Os valores obtidos na fase de generalização po-
dem ser considerados bons.
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Problemas que envolvem representações funcionais
mais complexas, necessitam de especialistas mais
sofisticados. Por exemplo, se quisermos simular a
função:
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é razoável, utilizar dois especialistas, aquele que
tenteacaptar o comportamento parabólico e outro
como uma rede neural, para o intervalo onde a função
tem uma forma funcional mais complexa. Utilizamos
aqui uma rede neural com uma única camada oculta,
com 5 e 6 neurônios. A solução inicial obtém-se
ajustando os especialistas separadamente. A tabela 2
resume os resultados obtidos neste caso, onde foram
utilizados para o treinamento conjuntos (É ,f(Ê )) comË =[-2:.05:3] (101 pontos).

Tabela 2. Resultados do ajuste. Mistura de dos especialistas
[Pol(1) e MLP(n)] Ì ÍsÎ�Ï Ð�ÑSÒCÎ�Ð¥ÓQÔ ÕÆÎsÐ�ÎÖÍ�Ñn× Ï ØsÑSÙsÚSÔÛ Ô Û Ô)Ü�Ý#ÎÞsß ÔnàsÑSáãâ Ü äåÍsÍ�Ô äNæÆç çéè£ê�ä äNæÆç çéè£ê�ä

1 500 0.0278 0.0348 0.0278 0.0266 4.9673
2 127 0.0022 0.0028 1.3765 0.0022 0.9236
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Figura 6 - Mistura de 2 Especialistas.  Pol(1) + MLP(5).
a)Amostra e Solução inicial. c) Ajuste in Sample d) Solução
obtida em termos de especialistas e funções de pertinência.

Nota-se que não é possível melhorar os resulta-
dos do treinamento sem perder capacidade de gene-
ralização. Com 5 neurônios perdemos um pouco no
ajuste no final do intervalo (Figura 6c); isto indica a
necessidade de alterar a arquitetura. Com 6 neurônios
consegue-se um ajuste excelente após 127 iterações.
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Figura 7 - Mistura de 2 Especialistas.  Pol(1) + MLP(6).
a)Amostra e Solução inicial. c)Ajuste in Sample d) Solução obtida
em termos de especialistas e funções de pertinência

Vale a pena observar como o método consegue
alocar cada especialista no seu intervalo, obtendo
uma mistura na intercepção que suaviza a transição
de um especialista a outro.
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Nesta seção  apresentamos dois exemplos com 3
especialista, onde todos são polinômios. As figuras
8a e 9a mostram a situação hipotética que gerou os
dados. O conjunto de treinamento é formado a partir
desta situação utilizando $ =[0:.1:30] (301 pontos).

Tabela 3. Resultados do ajuste. Mistura de dos espe-
cialistas [Reta, Parábola, Reta]%'&�(�)�*�+-,.(�*�/�0 12(�*3(�&�+54 ) 67+-8�9-0:�0 :�0-;-<�(=�>�0-?�+-@BA ; C'&�&�0 C'D2E EGF�HIC C'D2E EGFJHKC

1 133 0.0031 0.6586 0.0110 0.0265 1.2868
2 120 0.0408 0.0164 1.1157 0.0037 0.5468
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Figura 8 - Mistura de 3 Especialistas. Exemplo 1
a) Simulação dos Dados, partindo das funções de pertinência e os
Especialistas. b) Amostra e Solução inicial. c) Ajuste in Sample.
d) Solução obtida em termos de especialistas e funções de perti-
nência
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Neste artigo propõe-se uma solução de mistura de
especialistas baseada nas idéias de Redes Globais
Locais para reconstituição funcional. Resultados
numéricos preliminares apresentam soluções bastante
satisfatórias, enfatizando a potencialidade do método
proposto. Este tipo de arquitetura abre também a
possibilidade de interpretabilidade dos resultados
uma vez que a localização das funções de pertinência
pode indicar uma mudança no modelo. Mudanças na
estrutura da função geradora dos dados devem se
refletir em mudanças de posicionamento e de nível
das funções de pertinência.

Encontra-se em investigação a utilização do
método proposto em problemas mais complexos e
com dados reais.
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