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Resumol] Este artigo propde uma nova arquitetura conexionista. O método proposto associa mltiplos especialistas em dife-
rentes partes do dominio utilizando fungdes de pertinéncia. Os resultados numéricos obtidos até o momento apontam as potenci-
alidades do esquema proposto.

Abstract[] In this paper a new connectionist architecture is proposed. The proposed method associates multiple experts in di-
fferent parts of the domain by using membership functions Numerical results are quite encouraging point to the potentiality of

the proposed scheme.
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1 Introducio

Em Pedreira aii(2001 e 2001a) apresentou-se uma
nova arquitetura conexionista para abordar o proble-
ma de aproximagdo funcional e interpolacdo. Propde-
se nesses artigos uma arquitetura conexionista para
interpolacdo, uma forma de emular uma fungdo em
um intervalo do dominio onde apenas uma parte dos
pontos € conhecida. O algoritmo proposto € capaz de
reconstruir a fungdo a partir de estimativas locais ao
longo do dominio de interesse, por meio de uma
arquitetura ndo usua. A fungdo é aproximada, por
um conjunto de funcBes de apoio muito simples,
muitas vezes lineares e por fungdes de pertinéncia.

Neste artigo apresenta-se uma revisdo dos resul-
tados anteriores e introduz-se a idéia de misturas de
especialistas associados a arquitetura proposta em
Pedreiradii (2001 e 2001a).

2 Arquitetura Local-Global

Nesta secdo apresenta-se uma breve revisdo da
estrutura de redes locais-globais Pedreira aii (2001 e
2001a). A idéia central é expressar 0 mapeamento
entrada-saida através de uma funcdo composta por
partes. A estrutura basica é constituida pela combina-
¢ao de pares compostos de fungdes de aproximagéo e
fungdes de pertinéncia. As funcBes de pertinéncia
definem em cada trecho do dominio a participagéo da
funcdo de ativagio a ela associada. E possivel a ocor-
réncia de sobreposi¢des parciais das fungdes de per-
tinéncia proporcionando uma maior riqueza do ma-
peamento pretendido. Desse modo o problema de
aproximagdo de fungdes € enfocado especializando-
se grupos de neurdnios, formados pelos pares anteri-
ormente descritos, que emulam a funcdo geradora em
cada setor do dominio. O grau de especiaizagdo em
um determinado trecho é dado pelo nivel da funcdo
de pertinéncia. Por exemplo, em um trecho onde

apenas uma das funcdes de pertinéncia assume valor
alto, havera uma dominancia da funcéo de aproxima
¢80 associada a mesma.

Consideremos uma rede com m nds ou neurdni-
os. Sgja {x,}! a partigio dos dados usada para trei-
namento. Por simplicidade algébrica e de notagdo
iremos considerar o caso onde x[J (o subscrito de x
serd omitido), a generalizagdo para 0 caso onde
xOO" é algebricamente direta. Define-se, para cada
ponto x, m funcdes de pertinéncia do seguinte modo:

1 _ 1 E,
rexpdx-HY)) 1+expd(x-H*))g

0
Bx) = —Cjé

onde G, d,, h®? eh? j=1, ..., m, sfo parametros a
serem gjustados. Note-se que o parémetro C; reflete o
nivel dafungéo de pertinéncia, enquanto d; estarela-
cionado a declividade desta fungdo. Os parémetros
h® eh? delimitam o setor do dominio no qual a
funcdo de aproximaco associada a esta fungéo de
pertinéncia é mais ativa. (ver figura1).
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Figura 1 — Exemplos de funcdes de ativacio
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As fungdes de aproximacdo sdo tipicamente fun-
¢Oes lineares ou quadraticas. Embora fungdes mais
complexas possam ser usadas sem prejuizo da estru-
tura tedrica proposta, ndo parecem trazer contribui-
¢do significativa a0 modelo. Consideraremos entéo
fungBes de aproximagao lineares:
Kj(x) = Qx+ bj j:l, ...,M



onde g e bj s80 os parémetros a serem estimados.
Cada n6, ou neurdnio, da rede é constituido de um
par { funcdo de pertinéncia ; fun¢do de aproximacao}
(ver figura 2). Entdo, para cada né é necessario esti-
mar 6 parédmetros (7 no caso de fungdes de aproxi-
magdo quadréticas). Usuamente o nimero de nés
indica a complexidade do modelo.

As entradas sdo conectadas ao n6 onde € efetua-
do o produto da funcéo de pertinéncia Bj(x) e da
fungéio de aproximagdo K;(x). A saida da rede € um
somatério da saida de cada um destes nés. Note que
ndo h& pesos ligando a saida dos nés a saida da rede
(veja figura 2). Deste modo a saida do j-ésimo no é
B;(x) Kj(x), e asaida da rede é dada por:
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Figura2 — A arquitetura proposta

Definindo-se Byg(x) = (B1(x), Ba(x), . . . Bn(x)) €
Kuet(x) = (Kq(x), Kao(x), . . . Kn(x)) pode-se escrever a
saida da rede em forma de produto interno, i.e.
gm(x): < Bua(x), Kye(x) >.

O objetivo central é projetar uma rede cuja saida
aproxime uma funcdo avo, f(x), da melhor forma
possivel. Define-se ent&o, uma fungdo de erro como
uma combinagdo convexa do quadrado de duas me-
didasdeerro E; e Ey:

k
E= azEf(x,.) + (1-a) E2 (2.2)
i=1
onde
Ei(x) =g"(xi) —y(x) eEp=1- z C, (2.3)
A

O termo E; estd associado a qualidade da apro-
ximagdo obtida enquanto E, é usado com a finalidade
de manter as funcBes de pertinéncia limitadas. Na
realidade se esta penalizando solucBes nas quais o
somatério destas fungdes excede 1. A escolha da
unidade como valor limitante ndo € necessaria embo-
ra confiramais interpretabilidade aos resultados.

Define-se, para cada neurdnio, um vetor de pa-

rametros [ = (C;, dj, h§?, h'? &, by) e o objetivo

central seré encontrar [ que minimize a fungéo de
erro E.

Em Pedreira alii (2001) e (2001a) enuncia-se e
prova-se o teorema que garante que qualquer funcéo
L%integravél pode ser aproximada por funcbes da
forma g™ (x) . Os valores iniciais dos parametros h ("

e h? podem refletir um conhecimento a priori do
dominio da fungdo; além disso, propde-se uma heu-
ristica que pode ser utilizada para a escolha da solu-
¢do inicia com a a finalidade de acelerar a conver-
géncia. Também em Pedreira alii (2001 e 2001a)
apresenta-se uma comparagdo dos resultados obtidos
com estruturas cléssicas do tipo MLP e RBF.

3 Mistura de Especialistas

A idéia de utilizar uma mistura de especialistas para
realizar mapeamento complexo de fungdes foi pri-
meiramente discutido por Jacobs, Jordan, Nowlan e
Hinton (1991). O desenvolvimento deste modelo
encontra motivagdo na proposta descrita por Nowlan
(1990) abordando a adaptacdo competitiva no apren-
dizado n&o-supervisionado como uma tentativa de
gjustar uma mistura de distribuictes de probabilida-
des simples (tais como Gaussianas) a um conjunto de
pontos. E também influenciada pelas idéias desen-
volvidas por Jacobs (1990), utilizando uma arquitetu-
rasimilar mas com uma funcg&o de custo diferente.

Em Nowlan & Hinton (1991) compara-se a per-
formance deste tipo de arquitetura, (a sugerida por
Jacobs alii (1991)) frente a uma rede simples de
backpropagation num problema de reconhecimento
de voz. Ressalta-se os resultados interessantes em
termos de decomposi¢éo de especialistas e as simula-
¢Oes mostram a superioridade em termos de proprie-
dades de generalizag@o frente a estrutura tradicional
com treinamento por retro-propagacdo. Em termos
gerais, o problema de mistura de especidistas, pode
ser apresentado como (Jacobs alii, 1991)):

Supde-se que, segundo o0 conhecimento do pro-
blema, o conjunto de casos de treinamento pode ser
dividido de forma natural em subconjuntos que se
correspondem a subtarefas diferentes. As interferén-
cias (erros de gjuste) podem ser reduzidas utilizando
um sistema composto por varios especialistas e uma
rede ‘gatting’, que decide qual especialista deve ser
utilizado para cada caso.

Cada especialista pode ser uma rede neural e to-
dos recebem as mesmas entradas e tem 0 mesmo
nimero de saida. A rede ‘gatting’ € também uma
rede backpropagation e poderia receber outro tipo de
entradas. A partir da saida desta rede obtém-se as
probabilidades de selecionar cada especidista.
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Figura 3 — Mltiplos Especialistas

Desde os primeiros artigos, ressalta-se o fato que
numericamente uma destas probabilidades sera muito
proximaa 1 enquanto que as outras anulam-se.

A idéia proposta no presente artigo consiste em,
a0 invés de se trabalhar com as probabilidades P, que
sd0 a saida da rede ‘gatting’, utilizar funcbes de
pertinéncia, como as usadas em Pedreira alii (2001) e
(2001a) para propiciar uma transicdo suave de um
especialista e obter uma "boa mistura’.

Na se¢cdo seguinte sdo apresentados resultados
numéricos preliminares. O intuito destes exemplos é
avaliar o funcionamento do método, com exemplos
simples e analisar como é feito numericamente a
divisdo dos especialistas.

3 Resultados Numéricos

Nesta se¢cdo serdo apresentados trés tipos de proble-
mas. Problemas com 2 e 3 especialistas, onde consi-
dera-se que a resposta de cada especialistas se gjusta
a um polinémios de grau 1 e 2 (Retas e Pardbolas).
Em seguida passa-se para um problema mais com-
plexo onde as aproximagBes de grau 1 e 2 ndo sdo
mais vélidas e um dos especialistas passa a ser uma
rede neural.

Os dados para o treinamento foram simulados e
nenhum ruido foi adicionado aos dados. Nos exem-
plos das secBes 4.1 e 4.3 (2 e 3 especiadistas, polind-
mios de grau 1 e 2) a primeira figura (Figuras la e
2a) representa a Situacdo hipotética que gerou os
dados. A partir desta, geram-se os dados (x,f(x))
utilizados no treinamento. Partindo de uma solucéo
inicial razoavel , treina-se a rede até obter a conver-
géncia, com relagdo a fungdo de erro considerada
(Eq. 2.2-2.3). O agoritmo de otimizag&o utilizado foi
o Levenberg Marquardt.

Os dados utilizados na etapa de generalizacgo
foram gerados através de uma distribui¢do uniforme
no intervalo considerado, utilizando uma quantidade
correspondente ao 40% do total de dados na etapa de
treinamento. Em todas as tabelas apresenta-se como
medidas de erros, 0 EQM (Erro Quadréatico médio) e
0 MAPE(Mean Absolute Percentual Error).

4.1 Exemplos com 2 Especialistas (Polinémios)

Nestes dois exemplos, considera-se que a situacdo
gue gerou os dados € a representada nas figuras 4-a e
5-a. O conjunto de treinamento é formado a partir
desta situagdo utilizando x=[0:.1:6] (61 pontos) no
exemplo 1 ex=[0:.1:10] (101pontos) no exemplo 2.

A tabela 1 resume os resultados obtidos no trei-
namento e generalizagao para estes dois exemplos.

Tabela 1. Resultados do ajuste. Mistura de dos especialistas (retae
pardbola)

No. de Treinamento Generaliza¢ido
Ex épocas | F Erro EQM | MAPE | EQM | MAPE
1 136 | 0.0344 | 0.0406 | 0.1731 | 0.0566 | 0.2052
2 75 0.1088 | 0.0377 | 0.5198 | 0.0348 | 0.5327
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Figura4 - Misturade 2 Especialistas. Exemplol.

a) Simulag&o dos Dados, partindo das fungoes de pertinénciae
Especialistas. b) Amostra e Solugdo inicial. ¢) Ajustein Sampled)
Solugéo obtida em termos de especialistas e funcdes de pertinén-
cia
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Figura5 - Misturade 2 Especialistas. Exemplo 2. @) Simulagdo
dos Dados, partindo das fungdes de pertinéncia e Especialistas. b)
Amostra e Solugdo inicia. ¢) Ajustein Sample d) Solucdo obtida
em termos de especialistas e fungdes de pertinéncia

Os resultados obtidos para dois especidistas,
utilizando-se polinémios de grau 1 e 2 sdo 6timos. O
algoritmo converge em relativamente poucas itera-
¢oes (épocas) com excelentes valores no treinamen-
to. Os valores obtidos na fase de generalizagdo po-
dem ser considerados bons.

4.2 Exemplos com 2 Especialistas (Polinémios e
MLP)

Problemas que envolvem representagdes funcionais
mais complexas, necessitam de especiaistas mais
sofisticados. Por exemplo, se quisermos smular a

funcdo:
2
fo) = x.+2) . ' x O [-20)
[in(x) + sin( 2x) + sin( 6x) + 4 x 0 /03/

€ razodvel, utilizar dois especialistas, aguele que
tenteacaptar 0 comportamento parabdlico e outro
como uma rede neural, para o intervalo onde a fungéo
tem uma forma funcional mais complexa. Utilizamos
agui uma rede neural com uma Unica camada oculta,
com 5 e 6 neurbnios. A solugdo inicial obtém-se
gjustando os especialistas separadamente. A tabela 2
resume os resultados obtidos neste caso, onde foram
utilizados para o treinamento conjuntos (x,f(x)) com
x=[-2:.05:3] (101 pontos).
Tabela 2. Resultados do gjuste. Mistura de dos especialistas
[Pol(1) e MLP(n)]

No. de Treinamento Generaliza¢io

No | épocas | F.Erro EQM MAPE EQM MAPE
1 500 | 0.0278 | 0.0348 | 0.0278 | 0.0266 | 4.9673
2 127 | 0.0022 | 0.0028 | 1.3765 | 0.0022 | 0.9236
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Nota-se que ndo € possivel melhorar os resulta-
dos do treinamento sem perder capacidade de gene-
ralizacdo. Com 5 neurbnios perdemos um pouco no
gjuste no final do intervalo (Figura 6¢); isto indica a
necessidade de alterar a arquitetura. Com 6 neurénios

consegue-se um gjuste excelente apds 127 iteragoes.
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Figura7 - Misturade 2 Especiaistas. Pol(1) + MLP(6).
a)Amostra e Solugdo inicial. c)Ajuste in Sample d) Solucéo obtida
em termos de especialistas e fungdes de pertinéncia

Vale a pena observar como 0 método consegue
alocar cada especialista no seu intervalo, obtendo
uma mistura na intercep¢do que suaviza a transicdo
de um especialista a outro.

4.3 Exemplos com 3 Especialistas (Polinémios)

Nesta secdo apresentamos dois exemplos com 3
especiaista, onde todos sdo polindmios. As figuras
8a e 9a mostram a situagdo hipotética que gerou os
dados. O conjunto de treinamento é formado a partir
desta situaco utilizando x=[0:.1:30] (301 pontos).

Tabela 3. Resultados do gjuste. Mistura de dos espe-
cidlistas [Reta, Pardbola, Reta]

No. de Treinamento Generalizacio
No | épocas | F.Erro | EQM | MAPE | EQM | MAPE
1 133 0.0031 | 0.6586 | 0.0110 | 0.0265 | 1.2868
2 120 0.0408 | 0.0164 | 1.1157 | 0.0037 | 0.5468
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Figura 8 - Misturade 3 Especidistas. Exemplo 1

a) Simulagdo dos Dados, partindo das fungdes de pertinéncia e os
Especialistas. b) Amostra e Solugdo inicial. c) Ajuste in Sample.
d) Solugdo obtida em termos de especialistas e fungdes de perti-
néncia

Conclussoes

Neste artigo propfe-se uma solucdo de mistura de
especiadistas baseada nas idéias de Redes Globais
Locais para reconstituicdo funcional. Resultados
numeéricos preliminares apresentam solugdes bastante
satisfatorias, enfatizando a potencialidade do método
proposto. Este tipo de arquitetura abre também a
possibilidade de interpretabilidade dos resultados
uma vez que alocalizag¢do das fungdes de pertinéncia
pode indicar uma mudanca no modelo. Mudancgas na
estrutura da fungdo geradora dos dados devem se
refletir em mudancgas de posicionamento e de nivel
das funcgdes de pertinéncia.

Encontra-se em investigacdo a utilizagdo do
método proposto em problemas mais complexos e
com dados reais.
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