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Abstract— Robot localization (i.e pose estimation) in outdoor environments is the basis for control and
autonomous navigation strategies. This paper proposes a localization methodology based on GPS and odometry
fusion. An important aspect is a new odometry formulation, wich results from a least squares optimization of
the information gathered from multiple encoders (four wheels and steering) of an outdoor robotic vehicle. Sensor
fusion is developed by using both the Extended Kalman Filter and the Unscented Kalman Filter. Experimental
data are used to validate the methodology and to compare the results of both filters.
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Resumo— A determinação da localização (i.e. estimação da pose) de um robô em ambiente externo constitui
a base para estratégias de controle e navegação autônoma. Esse artigo propõe uma metodologia de localização
de robôs baseada na fusão entre dados de GPS e odometria. Um aspecto relevante é uma nova formulação
de odometria, que resulta da otimização, por mı́nimos quadrados, das informações provenientes de múltiplos
encoders (das quatro rodas e da direção) de um véıculo robótico terrestre. A fusão sensorial é desenvolvida
usando tanto o Filtro de Kalman Estendido quanto o Unscented Kalman Filter. Dados experimentais são usados
para validar a metodologia e comparar os resultados de ambos os filtros.

Palavras-chave— Localização, Odometria, Fusão Sensorial, Robótica de Exterior.

1 Introdução

A localização de um véıculo robótico é uma das
mais importantes tarefas no desenvolvimento de
estratégias de controle e navegação autônoma.
Entende-se por localização a determinação da pose
(posição e orientação) do véıculo no ambiente onde
ele evolui. De uma maneira simples, a pose pode
ser obtida através da integração da odometria das
rodas, de sensores inerciais de velocidade e acele-
ração (chamados proprioceptivos), através de sis-
temas de posicionamento absoluto (Global Posi-

tion System - GPS) ou utilizando-se sensores ex-
ternoceptivos como câmeras, lasers e sonares. En-
tretanto em alguns cenários (ambientes externos
e/ou urbanos) o simples uso da percepção pro-
prioceptiva é inaceitável, devido à acumulação de
imprecisões com o tempo (erro em posição ilimi-
tado), ao passo que o sistema GPS pode não estar
dispońıvel ou fornecer medidas aberrantes (devido
a oclusões, interferências, transições entre satéli-

tes). Dentre estas alternativas de localização, a
odometria simples é, sem dúvida, um dos méto-
dos mais utilizados em estruturas de locomoção a
rodas. No entanto além de sofrer com a integração
de imprecisões, ela considera a hipótese limitadora
de planaridade do movimento.

Uma maneira de melhorar a estimativa de
pose consiste em combinar as diferentes fontes de
informação de maneira a considerar as incertezas
intŕınsecas de cada sensor, processo comumente
chamado de fusão multisensorial (Durrant-Whyte
and Henderson, 2008). O processo de fusão
frequentemente utilizado consiste em variantes
simples de filtragem Bayesiana, como o Filtro
de Kalman (Kalman Filter - KF). O Filtro
de Kalman apresenta grande versatilidade de
aplicação, tendo como únicas restrições que os
rúıdos do modelo e de observação sejam normais
(gaussianos) não-correlacionados e que os mode-
los empregados sejam lineares. Uma vez que a
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distribuição normal é completamente conhecida
a partir dos dois primeiros momentos (média e
variância), este estimador calcula a média e a
variância condiconal do estado atual dada todas
as observações passadas, como sendo a melhor
estimativa do estado atual, segundo um critério
quadrático.

No entanto, muitos processos apresentam
modelagens não-lineares e/ou perturbações que
não podem ser representadas como gaussianas.
Nestes casos, momentos estat́ısticos de ordem
superior devem ser calculados para a determi-
nação da propagação da função de distribuição.
As implementações que consideram a estimação
dos momentos adicionais possuem o revés de
dimensionalidade, visto que a complexidade
computacional do algoritmo é exponencial em
relação ao tamanho do vetor de estados (Crassidis
and Junkins, 2004). Para permitir a factibilidade
computacional, adota-se usualmente uma solução
aproximada que se restringe a dois momentos
(média e variância), ou seja, sub-ótima; exemplos
são o Filtro de Kalman Estendido - Extended

Kalman Filter - EKF e, mais recentemente,
o Unscented Kalman Filter - UKF (Julier
et al., 2000).

Este trabalho tem como foco a localização de
véıculos robóticos terrestres de quatro rodas, com
propulsão nas duas rodas traseiras e dirigibilidade
assegurada pela orientação das duas rodas dian-
teiras. Ele apresenta uma estratégia de estimação
da pose do véıculo, calcada na fusão entre dados
de GPS e de odometria, usando tanto EKF
quanto o UKF e comparando os desempenhos
obtidos. A contribuição, neste caso, consiste
justamente na formulação da odometria, como
detalhado em (Martins et al., 2011), a saber: i)
a odometria explora os cinco encoders presentes
no véıculo (deslocamentos das quatro rodas e
ângulo de direção), o que resulta em um conjunto
de equações apresentando não-linearidade; ii)
uma transformação executada nessas equações
permite estabelecer uma formulação linear; iii) a
odometria é determinada como a solução de um
processo de otimização por mı́nimos quadrados.

A metodologia é validada com dados expe-
rimentais obtidos a partir do véıculo elétrico do
projeto VERO (VEı́culo RObótico de Exterior)
(Bueno et al., 2009) (Mirisola et al., 2011).

Na sequência do artigo: A Seção 2 introduz a
modelagem do problema. A Seção 3 resume a for-
mulação da odometria usando múltiplos encoders.
A fusão entre odometria e GPS, via EKF e UKF,
é tratada na Seção 4. A Seção 5 apresenta os re-
sultados experimentais e a Seção 6 as conclusões.

2 Modelagem do Problema

A evolução da pose do véıculo pode ser determi-
nada geometricamente como exemplificado na Fi-
gura 1, segundo a notação fornecida pela Tabela
1. Assim, entre dois instantes consecutivos (tk)
e (tk+1), o ponto P percorre uma distância △d e
tem uma variação na orientação de △θ, conforme
as equações cinemáticas:
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onde o vetor de estados do sistema é dado por:

x(tk) = [x(tk) y(tk) θ(tk)]
T (2)

Tem-se também sinc(x) =
sin(x)

x
e △d = v△T ,

sendo △T o peŕıodo de amostragem. Adota-se no
entanto, em (1), a simplificação comumente usada
para altas taxas de amostragem: sinc(△θ/2) ≈ 1.

O modelo de observação adotado corresponde
às coordenadas x e y, aqui determinadas pelos da-
dos obtidos de um GPS embarcado.

Figura 1: Evolução da pose do véıculo entre dois
instantes.

Tabela 1: Notação e Parâmetros Geométricos do Véıculo

P centro do eixo das rodas traseiras.
ψ ângulo da direção.
θ orientação.
δL, δR ângulos rodas esquerda e direita.
v veloxidade no ponto P.
△drl, △drr deslocamento rodas traseiras esqu. e dir.
△dfl, △dfr deslocamento rodas dianteiras esqu. e dir.
u1 = △d.
u2 = △θ.
D distância entre as rodas.
L distância entre os eixos.
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y(tk+1) =

[

x(tk+1)
y(tk+1)

]

=

[

1 0 0
0 1 0

]

x(tk+1)

(3)
Ressalta-se que, embora o GPS também forneça
uma informação de orientação que poderia ser
acrescentada como terceiro elemento no vetor de
observação, esta informação apresenta sensibili-
dade, principalmente a baixas velocidades do véı-
culo, sendo portanto descartada na presente for-
mulação.

3 Odometria Usando Múltiplos Encoders

Para véıculos com rodas, frequentemente adota-se
a simplificação da cinemática como sendo a de
um véıculo diferencial. Nesse caso, as equações
de odometria são desenvolvidas utilizando-se
somente as informações dadas pelos encoders

montados nas duas rodas traseiras. Outra sim-
plificação comumente usada, mas mais completa
que a precedente, é o modelo triciclo o qual
resulta do acréscimo, nas equações de odometria,
da informação dada pelo encoder de direção. A
simplificação pelo modelo bicicleta também usa
a informação da direção mas substitui as duas
rodas traseiras por uma única. No entanto, para
fins de odometria, pode-se também explorar as
informações advindas dos encoders montados
nas duas rodas dianteiras. Essas diferentes
formulações da cinemática e das equações de
odometria para véıculos de quatro rodas da classe
considerada nesse trabalho, são discutidas em
(Martins et al., 2011).

Para a estimação da pose do véıculo usando os
quatro encoders das rodas e o encoder de direção
em um esquema de otimização por mı́nimos qua-
drados (Martins et al., 2011), parte-se do modelo
cinemático dado pela equação (1), em que as en-
tradas são as variações em distância △d e angular
△θ. Estabelece-se um conjunto de equações que
relacionam essas entradas aos dados dos cinco en-
coders, que podem ser descritas em cinco funções
dependentes de △d e △θ, segundo a notação dada
na Tabela 1:
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(4)

Tem-se assim um sistema de equações sobredeter-

minado não-linear, na forma, yi = Hi(△d,△θ). A
primeira equação, não-linear, pode ser facilmente
reescrita de maneira a obter um sistema de equa-
ções lineares:
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(5)

em que wi é uma variável aleatória (V.A) com
distribuição normal, representando a incerteza de
cada medida. A minimização do erro quadrático
ponderado por M é usado como critério para a
solução do sistema. Ou seja:

Φ̂ = argmin
φ1,φ2

5
∑

i=1

‖zi −HiΦ‖
2
M (6)

Em que

• Φ = [φ1 φ2]
T = [△d △θ]T ;

• H1 = [y1 −L], H2 = H4 = [1 D/2] e H3 =
H5 = [1 −D/2];

• z1 = 0; z2 = z3 = yi para i = 2, 3; z4 =
y4 cos(δR) e z5 = y5 cos(δL);

• M = diag
(

η−2
1 , η−2

2 , η−2
3 , η−2

4 , η−2
5

)

, com η2i
sendo a variância de cada V.A mi.

Tem-se como solução:

Φ̂ =
[

HT MH]−1HTMz (7)

conhecida como Estimador deMarkov ouMı́nimos
Quadrados Ponderados.

4 Fusão entre GPS e Odometria:

Estimação de Estados

Esta seção apresenta as soluções de estimação de
estados não-linear para fusão de GPS e odometria
usando o EKF e o UKF. Para tanto, considere o
sistema representado pelas equações

x(tk+1) = F (x(tk),u(tk),v(tk))
y(tk+1) = C (x(tk+1),u(tk+1),w(tk+1))

(8)

com F(.) dado pelo modelo cinemático em (1) e
C(.) pelo modelo de observação em (3). Os rúıdos
do modelo v(tk) e de observação w(tk) são consi-
derados gaussianos e não-correlacionados entre si,
satisfazendo a:

• E{v} = 0(3×1) e E{vvT } = Q(3×3)

• E{w} = 0(2×1) e E{wwT } = R(2×2)
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4.1 Filtragem pelo EKF

A utilização do EKF supõe que os modelos de evo-
lução/observação sejam cont́ınuos e diferenciáveis.
O prinćıpio básico deste filtro consiste na lineari-
zação do modelo de evolução em (1), onde a ma-
triz A(.) (Jacobiano) é obtida da aproximação do
primeiro termo da série de Taylor.

x(tk+1) = A(x(tk),u(tk))x(tk)

y(tk+1) = Cx(tk+1) (9)

com,

A(x,u) =





1 0 −u1 sin(x3 + u2/2)
0 1 u1 cos(x3 + u2/2)
0 0 1



 (10)

As equações para o cálculo da média e vari-
ância condicionais do EKF correspondem às eta-
pas de predição e atualização convencionais do Fil-
tro de Kalman (Bar-Shalom et al., 2002)(Crassidis
and Junkins, 2004).

4.2 Filtragem pelo UKF

O prinćıpio básico do filtro UKF consiste em criar
um conjunto de part́ıculas (sigma points) cuja
média corresponda ao estado, enquanto que a
covariância é calculada a partir da variância das
part́ıculas e não propagadas explicitamente como
no caso do EKF.

No UKF os rúıdos/incertezas das funções não-
lineares também devem ser estimados. Assim,
para o sistema determińıstico em (1-3) e sua ver-
são estocástica em (8), nos quais o modelo de evo-
lução é não-linear, deve-se criar o vetor de estados
aumentado xa pela inclusão da incerteza v do mo-
delo:

xa(tk) =

[

x(tk)
v(tk)

]

(11)

resultando em dim{xa} = N = 6.

Este filtro apresenta uma primeira etapa de
geração de part́ıculas, que é seguida pelas etapas
de predição e atualização como no EKF.

4.2.1 Geração de Part́ıculas

No ińıcio de cada ciclo são criados o vetor de es-
tados aumentado xa e sua matriz de covariância
aumentada correspondente Pa, tais que:

xa(tk) =

[

x̂+(tk−1)
03×1

]

(12)

Pa(tk) =

[

P+
x (tk−1) 03×3

03×3 Q

]

(13)

onde x̂+(tk−1) e P+
x (tk−1) correspondem respec-

tivamente ao estado e sua matriz de covariância

estimados após a última fase - de atualização, na
interação precedente do filtro.

A geração das (2N +1) part́ıculas iXa no ins-
tante atual, é feita a partir desses estado e variân-
cia aumentados - equações (12) e (13), segundo:

0Xa(tk) = xa(tk)

iXa(tk) = xa(tk) +
(

√

(N + λ)Pa(tk)
)

j
,

i = j = 1, . . . , N (14)

iXa(tk) = xa(tk)−
(

√

(N + λ)Pa(tk)
)

j
,

i = N + 1, . . . , 2N, j = 1, . . . , N

O termo
(

√

(N + λ)Pa(tk)
)

j
equivale a j-ésima

coluna da matriz obtida a partir de uma decom-
posição de Cholesky, onde λ corresponde a um
fator de normalização:

λ = α2(N + κ)−N (15)

Segundo (Julier et al., 2000) α e κ indicam a dis-
perção das part́ıculas em torno da média (suge-
rindo α = 0.001 e κ = 0). As ponderações associ-
adas a cada part́ıcula são tais que

0Wm =
λ

λ+N

0Wc =
λ

λ+N
+ (1− α2 + β) (16)

iWm = iWc =
1

2(λ+N)
, i = 1, . . . , 2N

onde Wm são utilizados para o cálculo da mé-
dia e Wc para a covariância, sendo determinados
apenas uma vez. O fator β aplica correções para
momentos de ordem superior dada a distribuição
da incerteza dos estados (sugerindo β = 2 para
o caso gaussiano). Geradas as part́ıculas, dá-se
sequência aos processos de predição e estimação
do filtro.

4.2.2 Predição

A etapa de predição se inicia com a inserção das
part́ıculas resultantes de (14) e denotadas como:

iXa = [x1 x2 x3 v1 v2 v3]
T ;

no modelo de evolução em (17), esse último ad-
vindo de (1).

iX (tk+1) = F(iXa(tk),u(tk)), i = 0, . . . , 2N

Com

F(iXa,u) =





x1 + v1 + u1 cos(x3 + v3 + u2/2)
x2 + v2 + u1 sin(x3 + v3 + u2/2)

x3 + v3 + u2





(17)
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Após a passagem das part́ıculas pelo modelo, o
cálculo da média ponderada segundo (18) resulta
no próximo estado, enquanto que a covariância é
estimada por (19).

x̂−(tk+1) =

2N
∑

i=0

iWm
iX (tk+1) (18)

P−
x (tk+1) =

2N
∑

i=0

iWc

[

iX (tk+1)− x̂−(tk+1)
]

[

iX (tk+1)− x̂−(tk+1)
]T

(19)

É importante salientar que dim{iXa(tk)} = (6×1)
e dim{iX (tk)} = (3 × 1). A observação prevista
consiste em aplicar as part́ıculas preditas no mo-
delo de observação:

iY(tk+1) = C(iX (tk+1)), i = 0, . . . , 2N (20)

ŷ(tk+1) =

2N
∑

i=0

iWm
iY(tk+1) (21)

4.2.3 Cálculo do Ganho e Atualização

O cálculo do ganho necessita das medidas de co-
variância da sáıda Pyy e da covariância cruzada
entre os estados e a sáıda Pxy, definidas como:

Pxy(tk+1) =

2N
∑

i=0

iWc

[

iX (tk+1)− x̂−(tk+1)
]

[

iY(tk+1)− ŷ(tk+1)
]T

(22)

Pyy(tk+1) =

2N
∑

i=0

iWc

[

iY(tk+1)− ŷ(tk+1)
]

[

iY(tk+1)− ŷ(tk+1)
]T

+R (23)

A atualização do estado obtido na etapa de predi-
ção é realizado em (25) através da inovação pon-
derada pelo ganho computado em (24)

K(tk+1) = Pxy(tk+1) [Pyy(tk+1)]
−1 (24)

x̂+(tk+1) = x̂−(tk+1) +K(tk+1) [y(tk+1)−

ŷ(tk+1)] (25)

Finalmente, a covariância do estado é atualizada
segundo (26) e um novo ciclo do processo de fil-
tragem é iniciado.

Px
+(tk+1) = P−

x (tk+1)−

K(tk+1)Pyy(tk+1)K
T (tk+1) (26)

5 Resultados Experimentais

A avaliação experimental foi realizada com dados
adquiridos pelo sistema embarcado do véıculo
elétrico do projeto VERO, durante duas voltas
realizadas em um percurso retangular sob controle
de trajetória por pontos de passagem (Mirisola

et al., 2011). Os sensores usados foram: i) encoder
incremental das 4 rodas (HOHNER/Série 13) de
2048 pulsos por volta - o que resulta em uma
resolução de 4096 bits na configuração de mon-
tagem utilizada; ii) encoder absoluto de direção
(HOHNER/Série 65), resolução de 4096 bits -
embora, pela variação dos ângulos de direção,
apenas aproximadamente 1/6 dessa faixa seja
efetivamente utilizada; iii) GPS (NOVATEL/Su-
perstar II - SSII-5-5Hz), de 12 canais e Circular

Error Probability (CEP) de 5m. Os encoders

são amostrados a 40Hz e o GPS a 5Hz. A fu-
são odometria-GPS é computada na taxa de 20Hz.

A Figura 2 apresenta a posição do véıculo
segundo a odometria otimizada, o GPS e a fusão
por UKF entre ambos. Apesar da imprecisão
inerente do GPS, os dados por ele fornecidos são
consistentes visto que o ambiente é aberto e não
apresenta oclusões (árvores, edif́ıcios), embora
haja ocorrências de saltos. O efeito desses saltos
é reduzido pelo esquema de fusão como ilustra
o detalhe do canto superior esquerdo, que é
retratado na figura 3. Extrapola-se que, em
casos de ambientes mais propensos a oclusões
e/ou mudanças na constelação de satélites, os
resultados sejam mais significativos.

A estimação da orientação do véıculo é ilus-
trada na figura 4, que mostra o heading resultante
da fusão por UKF em comparação ao sinal forne-
cido pelo GPS. Ressalta-se que esta informação
do GPS não é utilizada no processo de filtragem.
Observa-se que o sinal de GPS é ruidoso e apre-
senta um dado aberrante aos 340 segundos; a fu-
são fornece uma estimativa com menor variância
e elimina a informação aberrante.
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Figura 2: Estimativas de posição: GPS (azul);
Odometria otimizada (vermelho); Fusão GPS-
odometria (verde).

O mesmo caso de estimação foi também im-
plementado usando EKF (com as mesmas matri-
zes de sintonização). Os resultados obtidos foram
similares aos anteriores; no entanto, a diferença
da estimativa de orientação entre ambos os filtros
chega a atingir 10◦, como mostra a figura 5.
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Ressalta-se que, para comparações conclusi-
vas acerca do desempenho dos filtros e avaliação
da robustez da própria metodologia em si, é ne-
cessária uma análise baseada no conhecimento do
ground truth, o que será realizado futuramente
com a utilização de um sistema de localização AP-
PLANIX, integrado ao sistema embarcado do véı-
culo.
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Figura 3: Detalhe da posição: GPS (azul) e Fusão
GPS-odometria (verde).
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Figura 4: Estimativa da orientação pela fusão por
UKF (verde) em comparação com o heading do
GPS (azul).
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Figura 5: Diferença nas estimativas de orientação
pelo UKF e EKF com mesma sintonização.

6 Conclusões

Este artigo apresentou uma metodologia para a lo-
calização de um véıculo robótico terrestre em am-
biente externo, caracterizada por duas etapas. Na
primeira, partindo da cinemática do véıculo, as in-
formações provenientes de múltiplos encoders (das

quatro rodas e de direção) fornecem uma odome-
tria mais precisa que a odometria simples diferen-
cial. Na segunda etapa, essa odometria é combi-
nada com dados de posição proveniente de GPS,
em um esquema de fusão sensorial empregando-se
tanto o Filtro de Kalman Estendido (EKF) quanto
o Unscented Kalman Filter (UKF). A metodologia
proposta reduz os efeitos de deriva da odometria
e de saltos/dados aberrantes advindos do GPS.
Trabalhos futuros abordarão a sua avaliação face
a ground truth e fusão com outros sensores.
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