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RESUMO

O curso de Engenharia oferece, em seu ciclo basico, diversas disciplinas voltadas
para as ciéncias exatas. Em especifico a disciplina de Geometria Analitica e Vetorial, que
versa sobre a anélise de vetores, planos e superficies esfericas. Contemplando a disciplina
de forma geral, sabe-se que uma grande porcentagem de alunos tem dificuldade com os
calculos e acabam tendo dificuldade de progredir no curso, gerando um baixo
desempenho e um namero alto de reprovacdes e dependéncias.

Nota-se também que alunos em periodos avancados voltam a sentir essas
dificuldades, como por exemplo na disciplina de Eletromagnetismo, na éarea de
Engenharia Elétrica.

Dessa forma, visando atenuar o problema dos alunos com estes calculos, sugere-
se a criacdo de uma calculadora, na qual existiriam recursos que facilitariam a
interpretacdo e a analise do aluno, dispondo dos métodos de resolugdo e demonstragdo da
figura em tese. Tais recursos seriam desenvolvidos com base em um amplo conhecimento
de Python, em que os dados inseridos serdo analisados e manipulados com funcdes
especificas. O Python é uma linguagem de programacéo de alto nivel, a qual os alunos
tém o primeiro contato no ciclo bésico dos cursos de Engenharia e Computagéo.

Palavras-chave:
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3. Calculadora.
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1 INTRODUCAO

A Engenharia é uma area ampla e multifocal, com énfase na area das Ciéncias
Exatas, campo em que se encontram disciplinas como: Célculo Diferencial e Integral,
Fisica, Geometria Analitica e Vetorial, entre outras. E de conhecimento geral que uma
calculadora convencional pode atuar com exceléncia na resolugédo de problemas nas
disciplinas de Calculo e Fisica. Contudo, observando de outra perspectiva, é possivel
visualizar que tal método néo é eficaz no que tange a disciplina de Geometria Analitica e
Vetorial, no ciclo béasico de Engenharia, e Eletromagnetismo, no sexto semestre de
Engenharia Elétrica.

Nota-se, de forma geral, a dificuldade dos discentes do Centro Universitario FEI
em resolver calculos destas disciplinas, visto que as formulas sdo complicadas e
demandam muito tempo de resolucéo, dificultando o éxito nas atividades avaliativas.

Por conseguinte, considerando a necessidade dos alunos, vé-se como alternativa a
criacdo de um recurso capaz de realizar estes calculos e ajuda-los a entender e visualizar
o contetdo de forma dinamica e didatica, em que possa haver a interacdo e a experiéncia
do aluno com o que é lecionado. Outrossim, analisando o melhor método de criar este
recurso, vé-se uma possibilidade interessante em inovar em algo que os alunos ja tém
acesso e convivem diariamente, que seria uma calculadora. O desenvolvimento seria feito
com base na linguagem de programacéo Python, em que existem diversas possibilidades
e funcbes capazes de suprir as necessidades de uma calculadora para célculos vetoriais,
como posicéo relativa entre planos, equacdes gerais de planos e retas, mudanca de base,

produtos escalares, vetoriais, mistos, entre outros.



2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Os célculos vetoriais e analiticos possuem diversos processos para que se obtenha
um resultado, seja a resolucdo de matrizes e determinantes, seja a utilizacdo de formulas
especificas. Dada a complexidade dos calculos, vé-se a necessidade de haver um método
de verificacdo da exatiddo dos valores finais, visto que a calculadora deve ser precisa e
exibir apenas valores corretos.

Para tanto, dispde-se de softwares e aplicativos matematicos capazes de suprir tais
necessidades, cujas interfaces podem ter graus diferentes de dificuldade e aplicagdo. Em
nosso projeto, selecionou-se trés recursos, sao eles: WolframAlpha, Symbolab e
Geogebra. Além da linguagem de programacao Python, uma de suas bibliotecas, Tkinter,
para elaboracdo da interface grafica e dois ambientes de estruturacao de codigo, o Visual
Studio Code e o Replit.

2.1 WOLFRAMALPHA

A interface deste site (https://www.wolframalpha.com/) é bem simples, dinamica
e ampla, dispondo de diversas funcdes voltadas tanto para a matematica, como para
quimica e biologia. O processo é simples, basta digitar o que se deseja calcular e o site
fornece a resposta detalhada, com passo a passo disponivel. Utilizada na disciplina de
Caélculo Diferencial e Integral I, sera um recurso importante para a realizacdo dos célculos

geométricos, como volume de um tetraedro, no contetudo de produto misto.
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Figura 1 — Interface do WolframAlpha.
Fonte: Autor, 2021.



2.2 SYMBOLAB
O site (https://pt.symbolab.com/) trabalha de forma similar ao WolframAlpha,
contudo, este possui énfase em matematica. Ele fornece diversos meios de realizar os
calculos, assim como dispGe de gréaficos, tabelas e solucionador geométrico. Tal recurso

também serd importante para a anélise dos resultados obtidos.
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Figura 2 — Interface do Symbolab.
Fonte: Autor, 2021.

2.3 GEOGEBRA

O Geogebra é um software de geometria cujas funcdes variam entre elaboracao
de gréficos, célculos de algebra e o processo de equacionar planos e vetores, sendo um
recurso essencial para o desenvolvimento do projeto devido a facilidade de executar as
figuras geométricas e comparar com 0s resultados obtidos pela calculadora, como por
exemplo as equacdes de retas, planos e as posi¢des relativas. Suas fungdes sdo abordadas
no ciclo basico de Engenharia, na disciplina de Laboratério de Matematica, em que sdo
lecionadas todas as facilidades que este método dispBe. Levando em consideragcdo a
necessidade de trabalhar com figuras geomeétricas dinamicas, o Geogebra sera utilizado

na funcdo 3D, para que o software permita movimentar a ilustracdo obtida.
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Figura 3 — Interface 3D do Geogebra.
Fonte: Autor, 2021.

2.4 PYTHON

O Python é uma linguagem de programacdo de alto nivel, considerada a mais
popular segundo a TIOBE, um indice da comunidade de programacéo, que busca elencar,
de acordo com o nimero de pesquisas sobre a linguagem, qual é a mais procurada e
utilizada pelos programadores. Devido a sua sintaxe simples e suas diversas
funcionalidades, o Python torna possivel executar diferentes estruturas de dados,
realizando programas complexos, mas com cédigos simples. Isso se da, principalmente,
devido as bibliotecas, que oferecem estruturas prontas e que facilitam a etapa de
desenvolvimento da programacéo.

Essa linguagem “traz caracteristicas que possibilitam escrever o mesmo requisito
em menos linhas de cddigo que o necessario em outras linguagens de programacao e hoje,
além de adotado na construgdo de solugdes web, também estd sendo muito utilizado em
aplicagdes que lidam com processamento de texto, machine learning e recomendagéo de
contetido.” (DEVMEDIA, 2021)

2.4.1 TKINTER
O Tkinter € uma biblioteca da linguagem Python, cujo objetivo é o
desenvolvimento de interfaces graficas. O Python contém tal biblioteca ja instalada,
portanto, qualquer computador que tenha o interpretador da linguagem instalado, é
possivel criar interfaces graficas usando o Tkinter, com excecdo de algumas distribuicdes

Linux, exigindo que seja feita 0 download do modulo separadamente. Neste trabalho, o
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Tkinter tem como objetivo exibir uma tela para que o usuario escolha qual célculo deseja

realizar e, em um proximo momento, mostre o resultado daquilo que foi inserido.

2.5 VISUAL STUDIO CODE

A plataforma Visual Studio Code é um editor de cddigo fonte criado pela
Microsoft capaz de suportar diversas linguagens de programacao, especialmente as mais
conhecidas como C++, Java, XML e, principalmente a linguagem Python, abordada neste
projeto de pesquisa. Por ter uma ampla paleta de recursos e comandos, permite a
elaboracdo de cddigos simples e complexos, além da instalagdo de bibliotecas especificas
para o desenvolvimento dos codigos. E a plataforma ideal para a etapa de construcio do
codigo e complementacdo com a interface gréfica, visto que permite ajustes e

personalizacdes para que o resultado obtido seja 0 mais proximo do idealizado.

2.6 REPLIT

Este recurso € uma plataforma de programacao online (https://replit.com/), em que
é possivel desenvolver os cddigos de acordo com a linguagem de programacéo desejada.
E uma opcao viavel para a elaboracio de projetos pois permite que os codigos sejam
unificados ou separados em pastas, tornando a apresentacdo mais simples. Além disso, a
plataforma é conhecida como o ambiente de programacdo online mais simples e

dindmico.
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3 METODOLOGIA

Para a realizacdo deste trabalho de pesquisa, foram utilizados diversos recursos,
entre eles o livro Vetores e Geometria Analitica (LORETO, A. C. D. C; JUNIOR, A. P.
L., 2014), que serd a base para a coleta de formulas e informacdes acerca das
demonstracdes que a calculadora precisa oferecer, além do livro Fundamentos da Fisica
— Eletromagnetismo (HALLIDAY, David; RESNICK, Robert; WALKER, Jearl, 2016),
em que seriam coletados os dados de analise vetorial. Outrossim, por meio da linguagem
de programacdo Python, serdo desenvolvidas fungdes que obedecam a procedimentos
especificos para demonstrar os resultados dos dados inseridos. O material base para a
implementacdo da linguagem de programacdo sera o livro Introducgdo a programacgédo com
Python: algoritmos e l6gica de programacéo para iniciantes (MENEZES, N. N. C., 2010),
assim como o site Curso em Video (CURSO EM VIDEO, 2021), em que é
disponibilizado um material didatico rico e completo que abrange todas as
funcionalidades dessa linguagem. Por outro lado, a referéncia para a execucdo da
interface grafica € o livro Python para Desenvolvedores (BORGES, Luiz Eduardo, 2014).

A escolha da linguagem de programacéo se da devido a facilidade de trabalhar
com este recurso, visto que o Python € um codigo limpo, simples e legivel em diversos
tipos de aplicagdes, seja em programas complexos, seja em programas compactos
(TECNOBLOG, 2021).

3.1 CONTEUDO PROGRAMATICO

Para desenvolver este projeto de pesquisa, utilizou-se o contelido programético da
disciplina de Geometria Analitica e Vetorial, presente na grade curricular basica do curso
de Engenharia. Dentre a gama de assuntos abordados, selecionou-se alguns elementares
para inserir na calculadora, que tornariam a experiencia de diversos alunos mais simples
e diversa, auxiliando em diferentes exercicios com abordagens diferentes. Os principais
topicos sdo Dependéncia Linear, Mudanca de Base, Produto Escalar, Produto Vetorial,
Produto Misto, Retas e Posi¢do Relativa Entre Retas, Planos e Posi¢cdo Relativa Entre

Planos.

3.1.1 DEPENDENCIA LINEAR
A teoria de dependéncia linear se baseia no principio de que, um conjunto de

vetores é linearmente dependente um do outro se um for combinacg&o linear dos outros.
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Tal teoria varia de acordo com quantos vetores compde 0 conjunto, visto que, no caso de
um vetor, caso este seja nulo, serd linearmente dependente, caso este ndo seja, sera
linearmente independente. No que se refere a dois e trés vetores, sdo linearmente
dependentes se um for(em) combinacéo linear do(s) outro(s), contudo, se este ndo for o
caso, sdo linearmente independentes. Por fim, no caso de quatro ou mais vetores, estes
serdo linearmente dependentes em um espaco vetorial tridimensional, sendo coplanares e

colineares.

3.1.2 MUDANCA DE BASE
O conteldo tedrico de mudanca de base considera o calculo de um determinado
vetor descrito em uma outra base, visando tornar a obtencdo das coordenadas deste 0 mais
simples possivel. Para tanto, é necessario conhecer o vetor U em uma base E, e um vetor
V na base F, 0 meio de conexdo entre eles é um sistema cujas coordenadas em E sdo
descritas por valores de F. Realizando dois calculos distintos envolvendo matrizes e
determinantes, é possivel obter as novas coordenadas de U e de V em suas respectivas

novas hases.

3.1.3 PRODUTO ESCALAR
Conforme a teoria, sabe-se que o produto entre dois vetores tem como resultado
um namero, ou seja, um numero real pode ser obtido. Considerando dois vetores com
coordenadas u,, u,, uz € vy, V5, V3, ambos em relacdo a uma base ortonormal B, é possivel
realizar uma multiplicacdo dos termos, sendo as coordenadas do primeiro multiplicadas
de acordo com a sua respectiva posi¢do na segunda, e, com essa multiplicagdo, obter um

escalar.

3.1.4 PRODUTO VETORIAL
O produto vetorial pode ser descrito como o produto entre dois vetores, cujo
resultado é um vetor. Considerando dois vetores com coordenadas u;, u,, us € vy, vy, Vs,
ambos em relagdo a uma base ortonormal B, é possivel realizar o calculo de um
determinante entre essas coordenadas e as coordenadas do espaco vetorial tridimensional
(1,7, k). Dessa forma, o resultado obtido tera valor respectivo & cada uma das posicdes do

espaco vetorial tridimensional.
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3.1.5 PRODUTO MISTO
O conteldo de produto misto pode ser simplificado como sendo uma mistura entre
0s produtos escalar e vetorial, em que o resultado € um nimero. Considerando trés vetores
com coordenadas uy, u,, us ; V1, U5, V3 € Wy, Wy, Wy, Sendo estes em relacdo a uma base
ortonormal B, é possivel realizar o calculo do determinante entre as coordenadas, obtendo
assim o resultado escalar (nimero). Por meio do produto misto também é possivel obter
o volume de algumas formas geométricas, por exemplo o paralelepipedo, tetraedro e

prisma retangular.

3.1.6 RETAS
A abordagem tedrica define que uma reta é descrita como sendo um ponto e um
vetor ndo nulo paralelo a ela. Consideram-se dois pontos distintos, sendo um deles um

ponto qualquer (x,y,z) e 0 outro com coordenadas conhecidas (x;,y1,2;), além disso,

considera-se também um vetor diretor U = (uq,uy, ug) em relagdo a uma base
ortonormal e o escalar «. Com estes dados, é possivel elaborar a equacéo vetorial da reta,
em que:

r:(x,y,z) = (x1,¥1,21) + a(uy, up, uz)

3.1.7 RETAS — POSICAO RELATIVA
Complementando a teoria de retas, analisa-se como é o comportamento entre
estas, ou seja, a posicao relativa. As retas podem ser concorrentes, paralelas ou reversas.
Para realizar a analise da posicdo, sdo necessarios os vetores diretores das duas retas,

assim como o vetor originado pelos dois pontos conhecidos, criando-se um vetor AB. As
retas concorrentes sdo as que estdo no mesmo plano e tem um ponto de interseccdo. As

retas paralelas sdo as retas cujos vetores diretores sdo paralelos. As retas reversas nao sao

coplanares. O conjunto entre os vetores diretores e este vetor AB é linearmente
dependente, logo, o determinante entre eles € igual a 0, fazendo com que os vetores ndo
sejam paralelos; as paralelas séo as que estdo no mesmo plano, apenas. O conjunto entre
os vetores diretores e este vetor AB é linearmente dependente, logo, o determinante entre
eleséigual a0, e, ja que ndo ha um ponto de encontro, os vetores sdo paralelos; as reversas
estdo em planos diferentes. O conjunto entre os vetores diretores e este vetor AB é
linearmente independente, logo, o determinante entre eles € diferente de 0, fazendo com

gue os vetores sejam ndo coplanares.
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3.1.8 PLANOS
Os planos podem ser definidos, de acordo com a teoria, como uma superficie que
contém pontos, retas e vetores. O plano possui equagdes e um sistema de coordenadas,
cujos dados é possivel obter a partir de um ponto e dois vetores. Além disso, o plano
possui um vetor normal em relacéo a ele, que pode ser descrito como um vetor ortogonal
a todos os vetores paralelos a esse plano; o produto escalar entre ele e qualquer vetor

paralelo ao plano é 0. Considera-se um ponto com coordenadas conhecidas (xq, Yo, Zo),

os dois coeficientes escalares a e 3, além de dois vetores diretores U= (uq,uy,uz) € V=
(v, v2,v5) em relacdo a uma base ortonormal. Com estes dados, é possivel elaborar a

equacéo vetorial do plano, em que:

p: (x,y,2) = (X0,Y0,20) + a(uy, uz,u3) + B(vq,V3,V3)

Tal equacdo também pode gerar uma equacdo paramétrica do plano, em que se
coloca em evidéncia cada uma das coordenadas cartesianas X, y e z.

x= X9+ wya+uvf

p:y Y =Yoo+ wa+vyp
Z= Zo+ uza +v3f

Também é possivel obter a equacgdo geral ou cartesiana do plano, cujo formato é:
ax+by+cz+d=0

Para tanto, é necessario obter um terceiro vetor originado pela diferenca entre um
ponto qualquer (X,y,z) e um dos pontos conhecidos. Por fim, utilizando os conteddos
tedricos de produtos escalares, vetoriais, mistos e determinantes, obtém-se a equacao

geral.

3.1.9 PLANOS — POSICAO RELATIVA
Complementando a teoria de planos, analisa-se como estes se comportam entre si
e em relacdo as retas. O conteddo inicia com a abordagem das posic¢des relativas entre as
retas e planos, as quais se dividem em quatro topicos principais, sdo eles:
» Reta contida no plano: Tal situagdo ocorre quando o produto escalar entre o vetor
normal ao plano e o vetor diretor da reta é igual a 0. Além disso, o ponto da reta
deve, obrigatoriamente, pertencer ao plano.
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Reta paralela ao plano: Tal situagdo ocorre quando o produto escalar entre o vetor
normal ao plano e o vetor diretor da reta é igual a 0. Neste caso, 0 ponto ndo pode
pertencer ao plano.

Reta concorrente ao plano, mas ndo perpendicular: Tal situacdo ocorre quando o
produto escalar entre o vetor normal ao plano e o vetor diretor da reta é diferente
de 0 e, portanto, os vetores serdo linearmente independentes. Além disso, o ponto
de interseccao entre o plano e a reta deve pertencer ao plano.

Reta concorrente e perpendicular ao plano: Tal situacdo ocorre quando o vetor
normal ao plano e o vetor diretor da reta séo paralelos e, dessa forma, linearmente
dependentes. Outrossim, o ponto de intersec¢do entre o plano e a reta deve

pertencer ao plano.

J& no que tange as posicdes relativas entre dois planos, existem cinco topicos

principais, aos quais sdo determinados com base na andlise das duas equaces gerais de

planos distintos:

>

Coincidentes: Este caso ocorre quando as coordenadas a,b,ced de um dos
planos sdo divididas pelas coordenadas a,, by, c; € d; do outro plano e originam
valores iguais e diferentes de 0. Além disso, os vetores normais de ambos 0s
planos sdo linearmente dependentes.

Paralelos distintos: Este caso ocorre quando as coordenadas a, b e ¢ de um dos
planos séo divididas pelas coordenadas a;, b; € c; do outro plano e originam
valores iguais e diferentes de 0, com excecdo da divisdo entre d e d,, cujo
resultado é diferente de 0 e do resultado obtido pelas demais divisdes.

Secantes ndo perpendiculares: Tal situacdo ocorre quando o produto escalar entre
0s vetores normais dos planos é diferente de 0, assim como ambos sao linearmente
independentes. Os planos, neste caso, nao fazem 90° entre si.

Secantes perpendiculares: Tal situacdo ocorre quando o produto escalar entre os
vetores normais dos planos € igual a 0, assim como ambos s&o linearmente
independentes. Os planos, neste caso, fazem 90° entre si.

Interseccéo entre dois planos: Neste caso, os dois planos originam uma reta que

pode ser descrita com base na equagao destes.
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3.2 PROGRAMACAO

Com base no conteudo programatico, iniciou-se um roteiro com todos 0s
processos que 0s programas deveriam seguir para cumprir com suas respectivas funcoes
e realizar os calculos. Fazendo uso da plataforma Replit, realizou-se, de forma separada,
a elaboracdo dos programas dos conteudos propostos, sendo eles: Dependéncia Linear,
Mudanga de Base, Produto Escalar, Produto Vetorial, Produto Misto, Equacéo e Posicdo
Relativa de Retas e Posicdo Relativa e Equacdo de Planos. Optou-se pelo
desenvolvimento separado para que os testes realizados fossem simples e objetivos,
capazes de captar as possiveis falhas na construcéo do codigo.

A plataforma Visual Studio Code foi utilizada para sintetizar as programacoes
realizadas. Inicialmente, esquematizou-se por meio de diagramas e fluxogramas quais
funcBes e em qual ordem o aplicativo iria desempenhar. Em seguida, iniciou-se a etapa
de programacé&o, para tornar possivel uma conexdo entre as funcdes, e testes, nas quais 0s

codigos foram estruturados e adaptados, além de testados, a cada alteracéo.
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4 RESULTADOS PARCIAIS E DISCUSSAO

4.1 PROGRAMACAO

A calculadora projetada para realizar célculos de Geometria Analitica e
Eletromagnetismo pode ter sua eficacia verificada em alguns casos especificos por meio
de exercicios propostos que, ao utiliza-la para resolver, pode-se comparar com os valores
obtidos em calculos manuais. Considerando as etapas do projeto j& realizadas, tém-se a
programacdo finalizada, o que permite testar valores e apurar a qualidade do material
elaborado.

Os exemplos realizados neste topico foram retirados do material didatico auxiliar
da disciplina de Geometria Analitica e Vetorial.

Os casos em que se pode analisar sua exatiddo, sdo:

1) Dependéncia Linear;
No que se refere a dependéncia linear em relagdo a um vetor, h4 somente duas
hipdteses. Caso ele seja nulo, ele é linearmente dependente, ou seja, € um ponto.

Confirmando essa premissa, vé-se na aplicacdo desenvolvida o resultado emitido.

1 v = int(input("Digite quantos vetores serdo analisados: ")) e mrees wreEs s fysiesies 1
) Digite o vetor: 0
3 Afvoe= 0 vetor é lineatmente dependente
4 ve = int(input("Digite o vetor: ")) 5
if ve == &:
6 print("0 vetor & linearmente dependents")
7 if ve 1= @:
8 print ("0 vetor & linearmente indepsndente”)
-

Figura 4 — Demonstracao do resultado dos dados inseridos na aplicagdo para vetores linearmente
dependentes.
Fonte: Autor, 2022.

Por outro lado, caso ele ndo seja nulo, ele é linearmente independente, ou seja, é

uma reta.
1 v = int(input("Digite quantos vetores serdo analisados: ")) T s e SRR el 1
) ) Digite o vetor: 1
S 0 vetor & lineammente independente
4 ve = int(input("Digite o vetor: ")) =
5 if ve == @:
[ print("0 vetor & linearmente dependente™)
7 if ve 1= @:

8 print("0 vetor é linearmente independente”)

Figura 5 — Demonstracéo do resultado dos dados inseridos na aplicacdo para vetores linearmente
independentes.
Fonte: Autor, 2022.

Em relacdo a dois vetores, propde-se o célculo da dependéncia linear deste

conjunto de vetores.
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{(1,2,-1),(—2,-4.2)}

—2

o= —
la= —2 4 a=—2
0= —4 - (IZT e a= —2
—la =2 5 o= —2

o= —

—1

Conforme visto por meio do célculo manual acima, sabe-se que o resultado deve
apresentar o resultado de que os vetores sdo linearmente dependentes, uma vez que 0s
trés alfas possuem o mesmo valor. Portanto, o célculo utilizando a programacéo
executada deve mostrar os mesmos valores.

Digite quantos vetores serdo analisados:2
Qual coordenada ul do vetor diretor u? 1
Qual coordenada u? do vetor diretor u? 2

Qual coordenada v1 do vetor diretor v? -2
Qual coordenada v2? do vetor diretor v? -4
Qual a coordenada v3 do vetor diretor v? 2
Os vetores sio linearmente dependentes

a
a

Qual a coordenada u3 do vetor diretor u? -1
a
a

Figura 6 — Demonstracéo do resultado dos dados inseridos para calculo das propriedades dos vetores na
aplicacéo.
Fonte: Autor, 2022.

Agora, realizando o calculo de um outro exemplo cujo resultado deve apresentar
que os vetores sdo linearmente independentes, utiliza-se o conjunto de vetores abaixo:
{(1,-2,3),(2,1,0)}

o 2
_ 1 a= 2
— = — o= — ad= ——
3¢ =0 —2 2
0 a=0

a= -

3

Digite guantos vetores serdo analisados: 2
Qual coordenada ul do vetor diretor u?
Qual coordenada u? do vetor diretor u?

Qual coordenada vl do vetor diretor v?
Qual coordenada v2 do vetor diretor v?
Qual a coordenada v3 do vetor diretor v?
Os vetores sdo linearmente independentes

a
a

Qual a coordenada u3 do vetor diretor u?
a
a

Figura 7 — Demonstracao do resultado dos dados inseridos na aplicagdo, bem como o cédigo elaborado
para dependéncia linear.
Fonte: Autor, 2022.
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No caso de trés vetores, propbe-se o calculo dos conjuntos de vetores abaixo, em

que o primeiro serd linearmente dependente e 0 segundo linearmente independente:

{(-1,0,1),(1,2,-1),(0,2,0)}

-1 0 1
A=|1 2 -1|=2-2=0
0 2 0

{(1,2,-1),(0,1,0),(0,0,1)}

1 2 -1
A=10 1 0]|=1
0 0 1

Por fim, como é conhecido na teoria, conjuntos com quatro vetores sempre serao
linearmente dependentes em um espago vetorial tridimensional, conforme pode-se

verificar no simulador.

2) Mudanga de Base;
Visto que é dado um vetor U em uma base E, e um outro vetor VV em base F,
deseja-se escrever esse vetor U em base F, assim como o vetor V na base E, verificando

por meio do exemplo abaixo:

U=2e]—e; +3e; a=2f+1s
V=3/+3L+2f a=f- 1

es=1fi+2f, + f3

Calculando o vetor U na base F:

Ur = Mg * Ug

21 1] [2 4-1+3] [6
Ur=[0 -1 2|*|-1|=|0o+1+6]=|7
1 0o 1l L3 2+0+3] Is

Logo, o vetor U na base F pode ser representado por:

U, = 6fi+7f, +5f3

Calculando o vetor V na base E:



Encontrando A:
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2 1
MF—>E = O _1 2
1 0
- 1
Mg r = Mpog a2F [coef (m)]*

Calculando o coef (m):

Cl 1

Coef(m) = [621
C31

ClZ
CZZ
C32

Ay = (=)™« Dy

Ciy = (DM«

Crz = (—1)'*2 %
Ciz3 = (=13«
C21 = (=1)** "
Cap = (—1)**2

Cy3 = (_1)2+3 *

C3y = (1)1«

C32 = (=1)%*2 =

(33 = (—1)3+3 *

Logo:

Y =wen=—1
Y Y =cnen=2
ARG
=0 = 1
HEECREE

2 J=nn=1
FEHEIOHOES
AR
HRRCREEE

-1 2
Coef(m) = [—1 1
3 —4

Cl3
C23

C33
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L -1 -1 3 -1 -1 3
* [coef(m)]t = 712 1 —4f=]2 1 -4
1 1 -2 1 1 -2

. [-1 -1 37 [3] [-3-3+6] [0
V=12 1 —4]*H= 6+1-8|= |1
—2] 2

1 1 3+3—-4 2

Logo, o vetor V na base E pode ser representado por:

V, = Oe; + le; + 2e;

Realizando o célculo por meio do codigo elaborado, é possivel verificar a

coeréncia dos resultados obtidos:

1 vetorul = int(input(“"Qual a coordenada =il & ErEhETs vetor u base
2 vetoru2 nt(input(“Qual a coordenada e T e — vetor u base
3 vetoru3 nt(input(“Qual a coordenada Qual a coordenada vetor u base
4 vetorvl nt(input(“Qual a coordenada Qual a coordenada T T W o
5 vetorv2 nt(input("Qual a coordenada vetor v na Qual a coordenada 1) e rem
6 vetorv3 = int(input(“Qual a coordenada vetor v na ba I Qual a coordenada do vetor v base

Digite as coordenadas do sistema dado:
8  print( i dado:" Qual a coordenada da linha e1?
9 elfl a coorden f1 2" Qual a coordenada da linha el1?
1@ elf2 a coordenada f. 2" Qual a coordenada da linha el1?
11 elf3 a coordenada f 2" Qual a coorxdenada da linha e2?
12 e2fl 2 coordenada f. E Qual a coordenada da linha e2?
13 e2f2 a coordenada f. " Qual a coordenada da linha e2?
14 e2f3 a coordenada P Qual a coordenada da linha e3?
15 e3f1 2 coordenada f P Qual a coordenada da linha e3?
16 e3af2 2 coordenada F Qual a coordenada da linha e3?
17 e3f3 t(input("Qual 2 coordenada 3 0 vetor U pode ser representado na base F por Uf (6)f1 + (72 + (5)13

0 delta 1

19 ufla = elfi*vetorul 0 vetor V pode ser representado na base E por Ve (0.9)e1 + (1.0)e2 + (2.0)e3

20 uflb = elf2*vetorul
21 uflc = elf3*vetorul
22 uf2a = e2fl*vetoru2
23 uf2b = e2f2*vetoru2
24 uf2c = e2f3*vetoru2
25 uf3a = e3fl*vetoru3
26 uf3b = e3f2*vetoru3
27 uf3c = e3f3*vetoru3

Figura 8 — Demonstracdo do resultado dos dados inseridos na aplicacdo, bem como o cddigo programado
para mudanca de base.
Fonte: Autor, 2022.

ufl = ufla+uf2a+uf3a

~
©

N coordenada ul do vetor u base

?6 uf2 = ufibruf2brufad coordenada u2 do vetor u base

ff uf3 = uflcrufacrufac coordenada u3 do vetor u base

/e coordenada vl do vetor v base

33 print("0 vetor U pode ser representado na base F coordenada v2 do vetor v base
+ ({32 + ({3)f3". format(ufl,uf2,uf3)) coordenada v3 do vetor v base

34 as coordenadas do sistema dado:

35 termol = e3fl * e2f2 coordenada f1 da linha e1?

36 termo2 = e3f2 * elfl coordenada f2 da linha el1?

37 termo3 = e2fl * elf2 coordenada 3 da linha el?

38 termod = e1fl * e2f2 coordenada f1 da linha e2?

39 termoS = elf2 * e3f2 coordenada f2 da linha e2?

48 termob = e3f1 * a1f2 coordenada f3 da linha e2?

a1 coordenada f1 da linha e3?

coordenada f2 da linha e3?
Qual coordenada f3 da linha e3?
0 vetor U pode ser representado na base F por UEf = (6)f1 + (7)£2 + (5)£3
0 delta 1
0 vetor V pode ser representado na base E por Ve = (0.8)el + (1.0)e2 + (2.8)e3

42 delta = termol + termo2 + termo3 + termo4 + termoS + termoé

a4 print("0 delta {}".format(delta))

47 coefl = ({
48 coef2 = ((
49 coef3 = ((

1)**#2)*((e2f2*e3f3) - (23f2%e2f3))

*63)*((e1f2*e3f3) - (23f2%e1f3))
)**4)*((e1f2*e2f3)-(e2f2%elf3))
58 coeff = ((-1)**3)*((e2f1%e3f3)-(e3f1%e2f3))
51 coef5 = ((-1)**4)*((e1f1*e3f3)-(e3f1*elf3))
52 coeff = ((-1)**5)*((e1f1*e2f3)-(e2f1*elf3))
53 coef? = ((-1)**4)*((e2f1*e3f2)-(e3f1%e22))
54 coefg = ((-1)**5)*((elfl*e3f2)-(e3f1*e1f2))
55 coefd = ((-1)**6)*((elfl*e2f2)-(e2f1%elf2))
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Figura 9 — Demonstracéo do resultado dos dados inseridos na aplicacdo, bem como o cddigo programado

9

81

ml
m2
n3
mé
m5
m6
m7
m3
mo =

dado:
dado.
dado
dado-
dado!
dado
dado
dado:
dado!

1/delta
1/delta
1/delta
1/delta
1/delta
1/delta
1/delta
1/delta
1/delta

1=ml*
2 =m4 *
3 =m7 *
4 = m2 ¥
5 =ms *
6 = mg *
7 =m3*
8 =m6 *
9 =m9 *

coefl
coef2
coef3
coefd
coefs
coefé
coef?
coefg
coef9

vetorvl
vetorv2
vetorv3
vetorvl
vetorv2
vetorv3
vetorvi
vetorv2
vetorv3

linhal = dadol+dado2+dado3
linha2 = dado4+dadoS+dado6
linha3 = dado7+dado8+dadog

print("0 vetor

+ ({

}re2 + (

para mudanca de base.
Fonte: Autor, 2022.

pode ser representado na base E por Ve = ({})el
".format(linhal,linha2,linha2))

Qual a coordenada ul do vetor u na base E? 2
Qual a coordenada u2 do vetor u na base E? -1
Qual a coordenada u3 do vetor u na base E? 3
Qual a coordenada vl do vetor v na base F? 3
Qual a coordenada v2 do vetor v na base F? 3
Qual a coordenada v3 do vetor v na base F? 2
Digite as coordenadas do sistema dado:

Qual a coordenada f1 da linha e1? 2

Qual a coordenada f2 da linha e1? @

Qual a coordenada f3 da linha e1? 1

Qual a coordenada f1 da linha e2? 1

Qual a coordenada f2 da linha e2? -1

Qual a coordenada f3 da linha e2? @

Qual a coordenada f1 da linha e3? 1

Qual a coordenada f2 da linha e3? 2

Qual a coordenada f3 da linha e3? 1

0 vetor U pode ser representado na base F por Uf = (6)£1 + (7)£2 + (5)£3

0 delta 1

0 vetor V pode ser representado na base E por Ve = (0.0)el + (1.0)e2 + (2.09)e3

Figura 10 — Demonstracao do resultado dos dados inseridos na aplicacdo, bem como o codigo

programado para mudanca de base.
Fonte: Autor, 2022.

3) Produto Escalar;

Realizando o célculo do produto escalar, é possivel obter um resultado numérico.

Verificando tal premissa, analisa-se 0 exemplo abaixo entre 0s vetores:

U=

<!
Il

21-3]+k

—17— 2] — 3k
UxV=(2%(=1)+((=3)*(=2)) + (1% (-3))

Uxv

S

*

%

—-2-6-3

=-11

Conforme vé-se na execuc¢do do codigo abaixo, em que é realizada a multiplicacao

entre dois vetores, a aplicacdo esta coerente em relacdo ao calculo feito:

gnt = int(input(“Quantos vetores serdo analisados? "))
if gnt == 2:

vetorul = int
vetoru2 = int

vetorvi
vetorv2
vetorv3 = int

@
o
o
S
e
1
o

input("Qual & coordenada v3 do vetor v? "

resultl - vetorul®*vetorvl
result2 = vetoru2*vetorv2
result3 = vetoru3*vetorv3

total = resultl + result2 + result3

print("0 valor da multiplicagdo entre estes vetores & {}".format(total))

vetor u? "

etor u?
vetor u? "
vetor v2 "
etor v?

Quantos vetores serdo analisados? 2

Qual a coordenada ul do vetor u? 2

Qual a coordenada u2 do vetor u? -3

Qual a coordenada u3 do vetor u? 1

Qual a coordenada vl do vetor v? -1

Qual a coordenada v2 do vetor v? 2

Qual a coordenada v3 do vetor v? -3

0 valor da multiplicagiio entre estes vetores & -11

Figura 11 — Demonstracao do resultado dos dados inseridos na aplicagdo, bem como o cédigo

programado para produto escalar entre dois vetores.
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Fonte: Autor, 2022.
Ja em relacdo a multiplicacao entre trés vetores:

U=20+3]+9%
= 60+ 7] + 2k

S

=30+ 7] + 4k
UsxV=02%6)+B*7)+(9%2)
UV =12+21+18

- =

UxV =51

UsW=2%3)+B*7)+(9+4)

UxV=6+21+36
UV =63

18 if gnt == 3:

Quantos vetores serdo analisados? 3

19 vetorul = int(input("Qual a coordenada ul do ve Tl &, G 1 (0 el 0 2
20 vetoru2 = int(input("Qual a coordenada u2 d Qual a coordenada u? do vetor u? 3
2 vetoru3 = int(input(“Qual a coordenada u3 d T T e )
22 vetorvl = int(input("Qual a coordenada vi d T T s g e
23 vetorv2 = int(input("Qual a coordenada v2 do ve Qual a coordenada v2 do vetor v2? 7
24 vetorv3 = int(input("Qual a coordenada v3 d Qual a coordenada v3 do vetor v? 2
25 vetorwl = int(input("Qual a coordenada wi d Qual a coordenada wl do vetor w? 3
26 vetorw2 = int(input("Qual a coordenada w2 do ve Qual a coordenada w2 do vetor w? 7
27 vetorw3 = int(input("Qual a coordenada w3 do ve Qual a coordenada w3 do vetor w? 4
28 0 valor da multiplicagio entre estes vetores é 255
29 resultl = vetorul*vetorvi

38 result2 = vetoru2*vetorv2

31 result3 - vetoru3*vetorv3

32

33 rtl = resultl * vetorwl

34 rt2 = result? * vetorw2

35 rt3 = result3 * vetorw3

6

37 total = rtl + rt2 + rt3

38

39 print ("0 valer da multiplicacdo entre estes vetores & {}".format(total))

Figura 12 — Demonstracao do resultado dos dados inseridos na aplicagdo, bem como o cédigo
programado para produto escalar entre trés vetores.
Fonte: Autor, 2022.

4) Produto Vetorial;
Realizando o célculo do produto vetorial, é possivel obter um resultado no formato
de vetor. Verificando tal premissa, analisa-se 0 exemplo abaixo entre 0s vetores:
U=21-37+k
V =—17+ 2] - 3k.

I A A 2 S
UANV =12 _—3 1 2 =3|=9—1+4k—-3k—-21+6]
-1 2 -3 -1 2
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=71+5/+k

Conforme vé-se na execuc¢do do codigo abaixo, em que é realizada a multiplicacao

entre dois vetores, € possivel visualizar no programa a execucao do exemplo dado:

1 v
2 v
3 v
4 v
5 v
L] v
8 i
o
18 k
11

12 p

etorul = int(input("Qual a coordenada ul do vetor u? "

etoru2 = int(input("Qual a coordenada u2 do vetor u?

etoru3 = int(input("Qual a coordenada u3 do vetor

etorvl = int(input(“Qual a cocrdenada vl do vetor

etorv2 = int(input(“"Qual a coordenada v2 do vetor

etorv3 = int(input("Qual a coordenada v3 do vetor

= ((vetoru2 * vetorv3)-(vetoru3 * vetorvl))

= ((vetoru3 * vetorvl)-(vetorul * vetorv3))

= ({vetorul * vetorv2)-(vetoru2 * vetorvl))

rint("0 resultado da multiplicacdo € ({11 + ({})J + ({})k".format(i,],k))

Qual a coordenada ul do vetor u? 2
Qual a coordenada u2 do vetor u? -3
Qual a coordenada u3 do vetor u? 1
Qual a coordenada vl do vetor w? -1
Qual a coordenada v2 do vetor wv? 2
Qual a coordenada v3 do vetor v? -3

0 resultado da multiplicagdo & (7)i + (5)j + (Dk

Figura 13 — Demonstracéo do resultado dos dados inseridos na aplicagdo, bem como o cédigo

programado para produto vetorial.

Fonte: Autor, 2022.

5) Produto Misto;

Realizando o célculo do produto misto, € possivel obter um resultado numérico.

Verificando tal premissa, analisa-se o exemplo abaixo entre os vetores:

B @Ko N kW

[T

<l

=7—7+3k
V=—1+2]+5k
W=-2+7—-k

<
=

I
I

<
=i
s
I
N
w

—10=13

vetorul = a coordenada ul do vetor u? "))
vetoru2 = a coordenada u2 do veter u? "))
vetoru3 = a coordenada u3 do vetor
vetorvl = int(input("Q a coordenada vl do vetor
vetorv2 = int(input("Qual a coordenada v2 do vetor
vetorv3 = int(input("Qual a coordenada v3 do vetor
vetorwl = int(input("Qual a coordenada wl do vetor
vetorw2 = int(input("Qual a coordenada w2 do vetor
vetorw3 = int(input("Qual a coordenada w3 do vetor w? "

linha = (vetorul*vetorv2*vetorw3) + (vetoru2*vetorv3*vetorwl) +
(vetoru3*vetorvl*vetorw2) - (vetoru3*vetorv2*vetorwl) -
(vetorul*vetorv3*vetorw2) - (vetoru2*vetorvi*vetorw3)

print("0 valor do produto misto entre estes vetores € {}".format(linha))

—-2+10-3+12-5+1

Qual a coordenada ul do vetor u? 1
Qual a coordenada u? do vetor u? -1
Qual a coordenada u3 do vetor u? 3
Qual a coordenada vl do vetor v? -1
Qual a coordenada v2 do vetor v? 2
Qual a coordenada v3 do vetor v? 5
Qual a coordenada wl do vetor w? -2
Qual a coordenada w2? do vetor w? 1

Qual a coordenada w3 do vetor w? -1
0 valor do produto misto entre estes vetores & 13

Figura 14 — Demonstracao do resultado dos dados inseridos na aplicagdo, bem como o cédigo

programado para produto misto.

Fonte: Autor, 2022.
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6) Retas;

No ambito das equacdes de retas, tém-se trés possiveis resultados, sdo eles: as
equacOes vetoriais, paramétricas ou simétricas. Exemplificando cada um dos casos,
deseja-se, por meio das coordenadas de um vetor e de um ponto, ou de dois pontos
conhecidos, escrever as equacdes da reta.

Supondo o caso de o enunciado ter proposto um vetor V de coordenadas (-2,-7,1)
e um ponto A (3,5,-2), determinam-se as equac0es da reta:

Em relacdo & equacdo vetorial, é possivel obté-la a partir da substituicdo dos
valores conhecidos das coordenadas do ponto e do vetor.

t:P=A+aV
t:(x,y,z) =(3,5-2)+a(—2,-7,1)

J& a equacdo paramétrica busca separar os termos da equacdo vetorial em relagdo
as coordenadas do ponto P, conforme vé-se abaixo:

t:(x,y,z) =(3,5,-2) +a(-2,-7,1)

x=3—-2a
t:yy=5—-"7a
z= -2+«

Por fim, a equacao simétrica é dada por meio do processo de separa¢do da equacao
paramétrica, deixando o coeficiente de cada uma das equacbes em evidéncia. De acordo
com a teoria, 0s trés coeficientes possuem o mesmo valor, logo, ao igualar os coeficientes,
é possivel igualar as equacdes isoladas, tal que:

x=3—-2a
t:yy=5—-"7a
z= -2+«
_ x+3
“=7
t _y+5
=777
a=z+2
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Testando esse procedimento na aplicacdo realizada, € possivel conferir os
resultados e verificar a precisdo da calculadora nas imagens abaixo, as quais demonstram,

respectivamente, o calculo da equacao vetorial, paramétrica e simétrica.

er = int(input("S8c conhecidas as cocrdenadas do ponto e do vetor

5ao conhecidas as coordenadas do ponto e do vetor diretor? 1

diretoz? ")) Qual a coordenada pl do ponto? 3
2 Qual a coordenada p2 do ponto? 5
3. 1f er == 1: Qual a coordenada p3 do ponto? -2
8| gt o el a 6 Qual a coordenada 1 do vetor diretor u? -2
3 | oo = AR, & 6 Qual a coordenada 2 do vetor diretor u? -7

Qual a coordenada u3 do vetor diretor u? 1

6 pont3r = int(input("Qual a ce Qual equacio se deseja calcular? 1
7 vetorulr = int(input("Qual a ) A equacdo vetorial da reta ¢ t: X = (3, 5, -2) + ((-2, -7, 1))a
8 vetoru2r = int(input("Qual a tor u )
9 vetoru3r = int(input("Qual a coordenada u3 do vetor diretor u? "))
10
11 e = int(input("Qual equagic se deseja calcular? "))
12, if e ==1:
13 print("A equacdo vetorial da reta & t: X = % +

({})a" . format((pentlr,pont2r,pont3r), (vetorulr, vetoru2r,vetorudr)))
14
15, if e ==
16 print("A & ")
17 print("zc: pontlz), (vetorulr)))
18 print("r: y * . format ((pont2r) , (vetoru2r)))
19 print("r: a".format((pont3z), (vetoru3r)))
20
21, if e == 3:
22 print("A equagdo simét
23 print("t: x - ({})/({} 2

(41)/(i1)" . format( (pentiz), (vetorulr) nt2z), (vetoru2r), (pont3z),

Figura 15 — Demonstracéo do resultado dos dados inseridos na aplicagdo, bem como o cédigo
programado para a equagéo da reta vetorial.
Fonte: Autor, 2022.

1 er = int(input("S&c conhecidas as cocrdenadas do ponto e do vetor Sdo conhecidas as coordenadas do ponto e do vetor diretor? 1

diretoz? ")) Qual a coordenada pl do ponto? 3

2 Qual a coordenada p2 do ponto? 5

3, if er == 1: Qual a coordenada p3 do ponto? -2

4 pontir = int(input("Qual & c Qual a coordenada ul do vetor dI:IIEtDI u? -2

5 pont2r = int(input(“Qual & c Qual a coordenada u2 do vetor d:_lre‘tor u? -7
Qual a coordenada u3 do vetor diretor u? 1

& pont3r = int(input("Qual a c Qual equaciio se deseja calcular? 2

7 vetorulr = int(input("Qual a A equagdo paramétrica da reta é:

8 vetoru2r = int(input('Qual a I x =3+ (-2a

k] vetoru3r = int(input("Qual a :y=5+ (Ta

10 :z=-2+ (a

11 e = int(input("Qual equagio se deseja calcular? "))

12, if e == 1:

13 print(“A equacio vetorial da reta & t: X = i} +

(f})a".format((pontlz,pent2r, pont3r), (vetorulz, vetoru2r, vetorudz)))

14

15 if e == 2:

16 print("A equacio &M

17 print("r: + pontlr), (vetorulr)))

13 print(z: y + Ja" . format  (pont2z) , (vetoru2r)))

19 print(*r: z = {1 + ({})a".format((pont3r), (vetorudr)))

20

21 if e — 3:

22 print("A equagdo simétrica d

23 print("t: x - ({})/(}

(F1)/(3%)" . format((pontlr), (vetorulx).(pont2r), (vetoru2r) . (pont3r).

Figura 16 — Demonstracao do resultado dos dados inseridos na aplicagdo, bem como o cédigo
programado para a equagdo da reta paramétrica.
Fonte: Autor, 2022.
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1 er = int(input("Sao conhecidas as coordenadas do ponto e do vetor S3o conhecidas as coordenadas do ponto e do vetor diretor? 1

dizetor? ")) Qual a coordenada p1 do ponto? 3

2 Qual a coordenada p2 do ponto? 5

3, 4f er == 1 Qual a coordenada p3 do ponto? -2
Qual a coordenada ul do vetor diretor u? -2

4 pontlr = int(input("Qual a co
5 pont2r = int(input(“Qual =
& pont3r = int(input("Qu
7 vetorulr = int(input(”
8 vetoru2r = int(input("Qual
9 vetorudr = int(input("Qual 2

denada pl do ponto? *))

Qual a coordenada u2 do vetor diretor u? -7
Qual a coordenada u3 do vetor diretor u? 1
Qual equacéo se deseja calcular? 3

A eguacio simétrica da reta é:

t:lx -GG =y - BN =z - (2)/(D)

vetor diretor u? "))

1 e = int(input("Qual equagio se deseja calcular? "))

12, if e == 1:

3 print("A eguagio vetorial da reta é t: X = i} +

({3)a".format ((pontlir,pont2r,pont3r), (vetorulr,vetoru2r,vetorudr)))

15 if e == 2:

16 print("A equagio paramétrica da reta é: ")

17 print("r: x = + ( (pontir), (vetorulr)))

13 print("r: vy a".format({pont2r), (vetoru2r)))

19 print("z: z = {} + ({})a".fommat((pont3r), (vetorudz)))
if e == 3:

22 print("A equacio simétrica )

print("
B s

Figura 17 — Demonstracéo do resultado dos dados inseridos na aplicagdo, bem como o cédigo
programado para a equagdo da reta simétrica.
Fonte: Autor, 2022.

No entanto, caso sejam dados dois pontos, A e B, o vetor V sera igual ao vetor

AB, que € calculado subtraindo as coordenadas do ponto inicial em relacdo ao ponto final,
de acordo com o célculo abaixo:
Supondo os pontos A = (3,5,-2) e B = (1,-2,-1):
AB=B-A=(1-3,-2-5-1-(-2))=(-2,-7,1)

Ap0s calcular o valor de AB, a calculadora repete 0 mesmo processo Visto no caso

anterior.

7) Retas — Posicdo Relativa;

As retas, quando analisadas entre si e em relagdo a um plano, podem ter
caracteristicas diferentes, sendo: concorrentes, paralelas ou reversas, de acordo com 0
contetdo programatico visto anteriormente.

Para verificar a posicéo relativa entre as retas, sdo propostos 3 casos com valores
de vetores e pontos diferentes, visando analisar o comportamento de cada uma das
situacoes.

Dadas duas retas, r:(x,y,z) =(2,7,1)+a(1,—-1,1) e s: (x,y,2z) = (2,1,0) +
B(1,4,—6), € possivel obter os valores dos pontos (2,7,1) e (2,1,0) das retas,

respectivamente, r e s.
Encontrando um vetor AB entre elas, calcula-se:

AB=B-A4=(2-21-70-1) =(0,—6,—1)
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Em seguida, realizando o calculo do determinante entre os vetores das retas e o

vetor AB obtido, é possivel encontrar um valor menor que zero, o que faz com que a reta

seja reversa, conforme pode-se ver abaixo:

1 -1 11 -1
1 4 -6|/1 4|=-4+0-6—-0—-36—1= —47
0 -6 —-110 -6

Em outro caso, dadas duas retas, r:(x,y,z)= (2,75 +a(-2,6,—4) e
s:(x,y,2) = (1,2,1) + B(1,-3,2), é possivel obter os valores dos pontos (2,7,5) e
(1,2,1) das retas, respectivamente, r e s.

Encontrando um vetor AB entre elas, calcula-se:

AB=B—-A=(1-22-71-5)=(-1,-5,—4)

Em seguida, realizando o calculo do determinante entre os dois vetores das retas

e 0 vetor A obtido, ¢ possivel encontrar um valor igual a zero, o que torna necesséria a

verificacdo em relacdo ao paralelismo.

-2 6 —4|-2 6
1 -3 2|1 -=-3|=-24-12+20+12-20+24=0
-1 -5 —-4l-1 -5

Realizando a divisdo entre as coordenadas dos vetores U e V, é possivel obter que:

=2 6 -4

1= 3= 37~ °

<UL

Portanto, sdo paralelos. Dessa forma, as retas sao paralelas.

Por fim, dadas duas retas, r:(x,y,z) = (1,1,—1) + a(—1,3,2) e s: (x,y,z) =
(3,2,1) + B(—2,—1,—2), é possivel obter os valores dos pontos (1,1,-1) e (3,2,1) das
retas, respectivamente, r e s.

Encontrando um vetor AB entre elas, calcula-se:

AB=B-A=(3B-12-11-(-1) =(212)

Em seguida, realizando o célculo do determinante entre os dois vetores das retas

e 0 vetor AB obtido, ¢ possivel encontrar um valor igual a zero, o que torna necessaria a

verificacdo em relacéo ao paralelismo.



30

-1 3 2|1-1 3
-2 -1 =2(-2 —-1|=2-12-4+4-2+12=0
2 1 21 2 1

Realizando a divisdo entre as coordenadas dos vetores U e V, é possivel obter que:

Portanto, ndo sdo paralelos. Dessa forma, as retas sdo concorrentes.

Verificando estes calculos na aplicacdo realizada, € possivel obter a confirmacéo

da veracidade dos resultados obtidos para as retas reversas, paralelas e concorrentes,

respectivamente.

1 pontlra = int(input("Qual a coordenada pl de ponto A? ")) Qual a coordenada pl do ponto A? 2

2 pont2ra = int(input("Qual a coorde ) Qual a coordenada p2 do ponto A? 7

3 pont3ra = int(input(“Qual a coorde Qual a coordenada p3 do ponto A? 1

4 vetorulr = int(input("Qual a Qual a coordenada ul do vetor diretor u? 1

5 vetoru2r = int(input("Qual Qual a coordenada u2 do vetor d:?.IEtDI u? -1

& vetorudr - int(input("Qual a Qual a coordenada u3 do vetor diretor u? 1
i SR Qual a coordenada pl do ponto B? 2

7 pontlib = int(input(*Qual a coorde Qual a coordenada p2 do ponto B? 1

8 pont2rb = int(input("Qual a coo 2 ")) Qual a coordenada p3 do ponto B? @

9 pont3rb = int(input("Qual a coo onto B? ")) Qual a coordenada ul do vetor diretor v? 1

10 vetorvir = int(input("Qual a coordenada ul do vetor diretor Qual a coordenada u2 do vetor diretor v2 4

11 vetorv2r = int(input("Qual a coordenada u2 do vetor diretor E:aie:a:):;:ezzszlzisdo vetor diretor v? -6

12 vetorv3r = int(input("Qual a coordenada u3 do vetor diretor

13

14 paba = pontlrb - pontlra

15 pabb = pont2rb - pont2ra

16 pabc = pont3rb - pont3ra

17

18 1linha = (vetorulrsvetorv2ripabc) + (vetoru2rxvetorv3rxpaba) +

(vetoru3rxvetorvirkpabb) - (vetcru3rkvetorv2rxpaba) -
(vetorulrsvetorvirspabb) - (vetoruZravetorvirspabe)

19

20, if linha == @:

21

22 if vetorulr/vetorvlir == vetorulr/vetorv2r == vetorudr/vetorv3r:

23 print("As retas sdc paralelas")

24 else:

Figura 18 — Demonstracéao do resultado dos dados inseridos na aplicagdo, bem como o cédigo
programado para verificacéo das retas reversas.
Fonte: Autor, 2022.
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1 pontira = int(input('Qual a A? "))
2 pont2ra = int(input("Qual a
3 pont3ra = int(input("Qual a
4 = int(input("Qual
5 vetoru2r = int(input("Qual
6 =
.
8
9

Qual a coordenada pl do ponto A? 2
Qual a coordenada p2 do ponto A? T
Qual a coordenada p3 do ponto A? 5
Qual a coordenada ul do vetor diretor
Qual a coordenada u2 do vetor diretor
Qual a coordenada u3 do vetor diretor
Qual a coordenada pl do ponto B? 1
Qual a coordenada p2 do ponto B? 2
Qual a coordenada p3 do ponto B? 1
Qual a coordenada ul do vetor diretor
")) Qual a coordenada u2 do vetor diretor
" Qual a coordenada u3 do vetor diretor
As retas sdo paralelas

vetorulr

vetorudr = int(input("Qual
pontirb = int(input(“Qual a
pont2rb = int (input("
pont3rb = int(input("
10 vetorvir = int(input("Qual
11 vetorv2r = int(input(“Qual
12 vetorv3r = int(input("Qual

13
14 paba = pontirb - pontira
15 pabb = pont2rb - pont2ra
16 pabc = pont3rb - pont3ra
17

18 1linha = (vetorulrxvetorv2rxpabc) + (vetoru2rxvetorv3rxpaba) +
(vetorudrsvetorvirspabb) - (vetorudrsvetorv2ripaba) -

(vetorulrsvetorv3rxpabb) - (vetoru2rivetorvirxpabc)
19
20, if linha == @:
21
22 if vetorulr/vetorvlr == vetoru2r/vetorv2r == vetoru3r/vetorv3r:
23 print(“As retas sio paralelas")
24 else:

Figura 19 — Demonstracéo do resultado dos dados inseridos na aplica¢do, bem como o cédigo
programado para a verificacdo das retas paralelas.
Fonte: Autor, 2022.

pl do ponto B? ")) Qual a coordenada p2 do ponto B? 2
1

)

)

pontlrb = int(input(“Qual a )
= ) Qual a coordenada p3 do ponto B? 1
)

1 pontlra = int(input(*Qual a do ponto A? ")) Qual a coordenada pl do porto A? 1

2 pont2ra = int(input("Qual a 2 do ponto A? ")) Qual a coordenada p2 do ponto A? 1

3 pont3ra = int(input("Qual a 3 do ponto A? ")) Qual a coordenada p3 do ponto A? -1

4 vetorulr = int(input("Qual a coordenada ul do vetor diretor )5) Qual a coordenada ul do vetor diretor u?
5 vetoru2r = int(input("Qual a coordenada u2 do vetor direto 1) Qual a coordenada u2 do vetor diretor u?
& vetoru3r = int(input("Qual a rdenada u3 do vetor direto ")) ATl @ EEERIITED) 08 (0 TEie (R
- N N Qual a coordenada pl do ponto B? 3

8

9

pont2rb = int(input("Qual a 2 do ponto B?
pont3rb = int(input("Qual a 3 do ponto B? ")) Qual a coordenada ul do vetor diretor v?
16 vetorvir = int(input("Qual a 1 do vetor direto ") Qual a coordenada u2 do vetor diretor v?
"1 Qual a coordenada u3 do vetor diretor v?

11 vetorv2r coordenada u2 do vetor direto

12 vetorv3r

int(input(*Qual

P Sy S e As retas sdo concorrentes

oo

coordenada u3 do vetor diretor v?

14 paba = pentlrb - pontira

15 pabb = pont2rb - pont2ra

16 pabc = pont3rb - pont3ra

17

18 1linha = (vetorulrxvetorv2rkpabc) + (vetorulrxvetorv3rxpaba) +
(vetoru3rxvetorvirxpabb) - (vetoru3rxvetorv2rxpaba) -
(vetorulrsvetorv3rxpabb) - (vetorulrxvetorvirspabc)

19

20, if linha == @:

21

22 if vetorulr/vetorvir == vetoru2r/vetorv2r == vetoru3r/vetorv3r:

23 print("As retas sdo paralelas")

24 else:

Figura 20 — Demonstracao do resultado dos dados inseridos na aplicacdo, bem como o codigo
programado para a verificacdo das retas concorrentes.
Fonte: Autor, 2022.

8) Planos;

Assim como as retas, as equacdes de plano tém trés possiveis resultados, sao eles:
as equacgOes vetoriais, paramétricas ou gerais/cartesianas. Exemplificando cada um dos
casos, deseja-se, por meio das coordenadas de dois vetores e de um ponto, ou de um vetor
e dois pontos conhecidos, escrever as equagdes do plano.

Supondo o caso de o enunciado ter proposto um vetor U de coordenadas (2,-3,7),

um vetor V de coordenadas (-3,2,5) e um ponto A (1,-3,4), determinam-se as equagdes do

plano:
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Em relacdo a equacdo vetorial, é possivel obté-la a partir da substituicdo dos
valores conhecidos das coordenadas do ponto e dos vetores.
t:P=A+al+pV
t:(x,y,z) =(1,-3,4) +a(2,-3,7) + B(—3,2,5)

J& a equacdo paramétrica busca separar os termos da equacao vetorial em relagdo
as coordenadas do ponto P, conforme vé-se abaixo:
t:(x,y,z) = (1,-3,4) + a(2,-3,7) + B(—3,2,5)

x=1+2a -3
t:{y =-3—-3a+2f
z=4+7a+5p

No entanto, o procedimento para a equacao geral ou cartesiana do plano diverge
em relacdo ao método proposto para as retas. Utilizando os mesmos dois vetores
conhecidos e 0 mesmo ponto, implementa-se um novo ponto P, cujas coordenadas séo

(x,y,2) e, por meio do ponto A dado, calcula-se um vetor entre eles.

AX=X—-A=(xy2) —(1,-34) = (x— 1,y + 3,z — 4) e determinante = 0.

Calcula-se ento o determinante entre este vetor AX obtido e os dois pontos dados

anteriormente.

x—1 y+3 z—4|x—1 y+3
2 -3 7 2 -3 1=0
-3 2 5 -3 2

—15(x—1)=21(y+3)+4(z—4)—9(z—4) —14(x— 1) = 10(y + 3) = 0

Tal resultado, ao ser simplificado, dard uma equagdo geral do plano igual a
—29x — 31y —5z—-44 = 0.

Testando esse procedimento na aplicacdo realizada, é possivel conferir os
resultados e verificar a precisdo da calculadora nas imagens abaixo, as quais demonstram,
respectivamente, o calculo da equagdo vetorial, paramétrica e geral ou cartesiana do

plano.
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Qual equagiio se deseja calcular? 1
Qual a coordenada p1 do ponto? 1
do ponto? ")) Qual a coordenada p2 ponto? -3
2 do 0? ")) Qual a coordenada p3 do ponto? 4
Qual a coordenada ul vetor u?
Qual a coordenada u2 vetor
Qual a coordenada u3 vetor
Qual a coordenada vl do vetor
Qual coordenada v2 do vetor
Qual a coordenada v3 do vetor

if e

pont2 = int(input(*Qu
pont3 = int(input("Qual

2
3 pontl = int(input("Qu
4
5

& vetorul = int(input("Q "N
7 vetoru2 = int(input("Qual a c

8  vetoru3 = int(input("Qual a c

9

vetorvl

int(input(*Qual a
18 vetorv2 = int(input(“Qual a

11 vetorv3 = int(input("Qual a

12 print(*A e planc é p = {}
B( .format ((pont1,pont2,pont3), (vetorul,vetoru2,vetoru3),
(vetorvl,vetorv2,vetorv3)))

13

14, if e H

15 pontl = int(input("Qu

16 pont2 = int(input("Qu

17 pont3 = int(input(*Qu

18 vetorul = int(input("0u "))
19 vetoru2 = int(input("Qu "))
20 vetoru3 = int(input("Qua ")
21 vetorvl = int(input("Qu )
22 vetorv2 = int(input("0u "))
23 vetorv3 = int(input("Qu ")
24 print(*A paramé

Figura 21 — Demonstracéo do resultado dos dados inseridos na aplicagdo, bem como o cédigo
programado para a equacéo do plano vetorial.
Fonte: Autor, 2022.

e = int(input("Qual eguacdc se deseja calcular? ")) Qual equacdo se deseja calcular? 2

e ==1: Qual a coordenada do ponto? 1
pontl = int(input("Qual ")) Qual a coordenada do ponto? -3
pont2 = int(input("Qual ")) Qual a coordenada do ponto? 4
pont3 = int(input(*Qu 1) Qual a coordenada do vetor u?
vetorul = int(input (" Qual a coordenada do vetor

N Qual a coordenada do vetor
vetoru2 = int(input (" u? ")} Qual a coordenada do vetor
vetoru3 = int{input( u? ")) Qual a coordenada do vetor
vetorvl = int(input( v? ")) Qual a coordenada do vetor
vetorv2 = int(input( v? ")) A equacdo paramétrica do plano é:

: x =1+ a(2) + B(-3)
Ty = -3+ a(-3) + B(2)
I: z = 4 + a(7) + B(5)

vetorv3 = int(input(
rint("A equa
.format ((p

pontl = int(input("Qual a
pont2 = int(input("Qual
pont3 = int(input("Qual

vetorul = int(input( "))
vetoru2 = int(input( )]
vetoru3 = int(input (" "))
vetorvl = int(input (" )]
vetorv2 = int(input (" "))
vetorv3 = int(input (" )]

print("A e

Figura 22 — Demonstracao do resultado dos dados inseridos na aplicagdo, bem como o cédigo
programado para a equagdo do plano paramétrica.
Fonte: Autor, 2022.

1 e = int(input("Qual equacio se deseja calcular? Qual equagdo se deseja calcular? 3
2 e == 1: 540 dois vetores e um ponto? 1

3 pontl = int(input("Qual a coordenada pl do ponto? ")) Qual a coordenada do ponto? 1
4 pont2 = int{input("Qual Qual a coordenada ponto? -3
5 pont3 = int{input("Qu

6 vetorul = int(input(
7 vetoru2 = int(input(
8 vetoru3 = int(input(
9

J
o

ponto? "))

1 a coordena

Qual a coordenada do ponto? 4
Qual a coordenada vetor u? 2

a
1 a coordenada a
a
Qual a coordenada vetor u? -3
a
a
a

Qual a coorde
1 a coorde Qual a coordenada do vetor u? 7

1 a coorde Qual a coordenada do vetor

vetorvl = int(input(*Qual a coorde Qual a coordenada v2 do vetor
10 vetorv2 = int(input("Qual a coordenada v2 Qual a coordenada v3 do vetor v? 5
11 vetorvd = int(input("Q corde 3 0 vetor normal é (-29,31,5)

A equagdo & (-29)x + (31)y + (5)z + -162

12 print("A eg

plano
. format((pontl,pont2,pont3), (vetorul,vetoru2, vetoru3) ,
(vetorvl,vetorv,vetorv3)))

13

14, 2=

15 = int(input("Qual a coordenada
16 = int(input("Qual a coordenad

17 pont3 = int(input("Qu coordenad

18 vetorul = int(input("Qual a coorde )
19 vetoru2 = int(input( 1 "))
20 vetoru3 = int(input("Qual =)
21 vetorvl = int(input("Qual "))
22 vetorv2 = int(input( 1 "))
23 vetorv3 = int(input("Qual "))
24 print("A equagdo paramétri

A equagdo vetorial do plano é p = (1, -3, 4) + a((2, -3, 7)) + B((-3, 2, 5))

33
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Figura 23 — Demonstracdo do resultado dos dados inseridos na aplicacdo, bem como o c6digo
programado para a equagdo do plano geral ou cartesiana.
Fonte: Autor, 2022.

9) Planos — Posicdo Relativa;

Os planos, quando analisadas entre si e em relacdo a uma reta, podem ter
caracteristicas diferentes. Em relacdo a posicdo relativa entre planos, existem quatro
casos, de forma que os planos podem ser coincidentes, paralelos distintos, secantes ndo
perpendiculares e secantes perpendiculares, ou ainda, pode haver uma interseccao entre
os planos. Ja no que tange a posicao relativa entre planos e retas, existem as retas contidas
no plano, as retas paralelas ao plano, as retas concorrentes e perpendiculares e as retas
concorrentes e nao perpendiculares.

Iniciando as analises pela posicéo relativa entre a reta e o plano, propde-se alguns
exemplos:

Dado um plano w: x+y—2z—1=0 e uma reta r: X = (1,2,1) +
a(1,1,1), verifica-se a posigéo relativa entre eles.

O ponto da reta e o vetor diretor séo, respectivamente, (1,2,1) e (1,1,1) e o vetor
normal do plano é (1,1,-2).

Calculando a multiplicacdo entre os vetores diretor e normal, € possivel
determinar se esse caso sera de uma reta contida ou paralela ao plano, visto que, se 0
resultado for 0, é contida, se for diferente de 0, é paralela.

V.xN,=(111)*(11,-2)=(14+1-2)=0
Além disso, para verificar se o resultado procede, basta substituir os valores do
ponto na equacao do plano.
m:x+y—2z—1=0
m:14+2-2(1)-1=0
m: 0=0

Ou seja, a reta esta contida no plano.

Analisando outra situacdo, de mesma equagdo da reta r: X = (1,2,1) +
a(1,1,1)edoplano m: x+y—2z+3=0.
O ponto da reta e o vetor diretor sdo, respectivamente, (1,2,1) e (1,1,1) e o vetor

normal do plano é (1,1,-2).
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Calculando a multiplicagdo entre os vetores diretor e normal, é possivel
determinar se esse caso sera de uma reta contida ou paralela ao plano, visto que, se 0
resultado for O, € contida, se for diferente de 0, é paralela.

V«N,=(1,11)*(11,-2)=(14+1-2)=0
Além disso, para verificar se o resultado procede, basta substituir os valores do
ponto na equacao do plano.
m:x+y—2z+3=0
m:14+2-2(1)+3=0
m: 3+0

Dessa forma, a reta ndo esta contida no plano.

Outro caso a se analisar é o dado peloplanom : x + 2y +z—1 = 0 e uma reta
r: X = (1,-1,3) +a(1,1,1), verifica-se a posicao relativa entre eles.

O ponto da reta e o vetor diretor séo, respectivamente, (1,-1,3) e (1,1,1) e o vetor
normal do plano é (1,2,1).

Verificando os vetores diretor e normal, é possivel determinar se esse caso sera de
uma reta concorrente nao perpendicular, cujos vetores sdo linearmente dependentes, ou

concorrente perpendicular ao plano, em que os vetores séo linearmente independentes.

Vo1 1 1

e
N, 1 271

Ou seja, a reta é concorrente e nao perpendicular.

Por fim, dado pelo plano m: x+2y—z=0eumaretar: X = (2,1,3) +
a(2,4,—2), verifica-se a posicdo relativa entre eles.

O ponto da reta e o vetor diretor sdo, respectivamente, (2,1,3) e (2,4,-2) e o vetor
normal do plano é (1,2,-1).

Verificando os vetores diretor e normal, € possivel determinar se esse caso sera de
uma reta concorrente nao perpendicular, cujos vetores sdo linearmente dependentes, ou

concorrente perpendicular ao plano, em que os vetores sdo linearmente independentes.

=— =2

i 2 4 -2
2 -1

Ou seja, a reta é concorrente e perpendicular.
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Demonstrando os casos, é possivel ver, por meio da aplicacdo, a precisdo da

calculadora e a conferéncia em relagdo aos resultados.

1 posi = int(input("E e reta? ")) E posigdo relativa entre plano e reta? 1
2 Digite os dados referentes a equagdo do plano:
3, if posi == 1: Qual a coordenada a do vetor nommal? 1
4 print("Digite os dados re plano:") Qual a coordenada b do vetor nommal? 1
5 pontl = int(input("Qual a o ¢ normal? ")) Qual a coordenada c¢ do vetor normal? -2
& pont2 = int(input(*Qual a ¢ r normal? ")) L @ B ) 60 e =
. : 4 A equagédo geral do plano & p Dx + Dy + (-2)z + (1) 2]

7 pont3 = int(input("Qual a ) Digite os dados Teferentes & equagio da Teta:
8 pont4d = int{input("Qual a Qual a coordenada pl do ponto? 1
9 print("A equagdo geral do plano é 3 ( (ihz + Qual a coordenada p2 do ponto? 2

= 0".format{pontl, pont2, pont3,pontd)) Qual a coordenada p3 do ponto? 1
10 print("Digite os dados Qual a coordenada ul do vetor d:E.IEtDI u? 1

Qual a coordenada u2 do vetor diretor u? 1

11 pontlr = int(input(“Qual
12 pont2r = int(input("Qual
12 pont3r = int(input(*Qual a
14 vetorulr = int(input("Qual

Qual a coordenada u3 do vetor diretor u? 1
A equagdo vetorial da reta é t: X = (1, 2, 1) + a((1, 1, 1))

A reta estd contida no plano

15 vetoru2r = int(input("Qual

16 vetoru3dr = int(input("Qual u3
17 print("A equagio vet
i1 " .format ({pontlr, pont2r, pont3r), (vetorulr, vetoru2r, vetoru3r)))
18
19, if (vetorulrspontl) + (vetoru2rpont2) + (vetorudrpont3)
20
21 1f (pontlxpontir)+(pont2xpont2r)+(pont3xpont3r)+(pontd) == 0:
22 print("A reta estd contida no plano")
23
24, if (pontlxpontlr)+(pont2xpont2r)+(pont3xpont3r)+(pontd) l= B:
Figura 24 — Demonstracao do resultado dos dados inseridos na aplicagéo, bem como o codigo
programado para posi¢do relativa entre reta e plano (reta contida).
Fonte: Autor, 2022.
1 posi = int(input("E posicdo relativa entre plano e reta? ")) E posigdo relativa entre planc e reta? 1
2 Digite os dados referentes a eguagdo do plano:
3, if posi == 1: Qual a coordenada a do vetor nommal? 1
4 print("Digite os Qual a coordenada b do vetor nommal? 1
5 pontl = int(input("Qu - & G D)) Qual a coordenada c do vetor nommal? -2
6 2 = int(input(" a coorde b hormal? ")) Qual a coordenada d do plano? 3
¢ (R = & :ln JUIED: 63 GRnRdle e A equaciio geral do plano é p = (I)x + (Dy + (-2)z + (3) = @
! pont3 = int(input(“Qual a coordenada c c normal? *)) Digite os dados referentes & eguacdo da reta:
8 pontd = int{input(" a coordena d d ) Qual a coordenada do ponto? 1
9 print{"A equagido geral do plano ¢ Qual a coordenada do ponto? 2

= 8".format(pontl,pont2, pont3, pontd)) Qual a coordenada do ponto? 1

Qual coordenada ul do vetor diretor u? 1

T _ q et m e Qual a coordenada u2? do vetor diretor u? 1

= [EmiEE: = ?nt(.mput(‘ljusl D CHmEEIENE ! Qual a coordenada u3 do vetor diretor u? 1

12 | pontdr = int{input(*Qual a coordenada p2 do pon ) A equagio vetorial da reta & t: X = (1, 2, 1) + a((1, 1, 1))
13 pont3r = int{input("Qual a coordenada n ) A reta & paralela ao plano, logo, ndo estid contida

10 print("Digite cs dados referentes & eguacio d

14 vetorulr = int(input("Qual a cocrdenada ul

15 vetoru2r = int(input("Qu a coordenada u

16 vetoru3r = int{input(" coordenada

17 print{"A equagio vet reta é t it
a({¥)".format((pontlir,pont2r,pont3r), (vetorulr,vetoru2r,vetoru3r)))

18

19, if (vetorulrspontl) + (vetoruZrxpont2) + (vetoru3rxpont3) == @:

20

21 if (pontl¥pontir)+(pont2%pont2r)+(pont3*pont3x)+(pontd) ==

22 print("A reta esta contida no plano")

23

24, if (pontlxpontlr)+(pont24pont2r)+(pont3xpont3r)+(pontd) != G:

Figura 25 — Demonstracao do resultado dos dados inseridos na aplicacdo, bem como o codigo
programado para posicao relativa entre reta e plano (reta paralela).
Fonte: Autor, 2022.
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1 posi = int(input("E po: iva entre plano e reta? ")) E posiciio relativa entre plano e reta? 1
2 Digite os dados referentes & equagio do plano:
3, if posi == 1: Qual a coordenada a do vetor normal? 1
4 print("Digite os dados ref Qual a coordenada b do vetor nommal? 2
5 pontl = int(input(" 1 Qual a coordenada c do vetor normal? 1
6 pont2 = int(input(" P ——-— Qual a coordenada d do plano? -1
o N - o oo A equacio geral do plano é p = ()x + (Qy + ()z + (1) =8

7 pont3 = int(input(" C r normal? ")) Digite os dados referentes i equagio da reta:
8 pontd = int(input("Qu Qual a coordenada pl do ponto? 1
9 print("A eguagio geral do plano & + (1D Qual a coordenada p2 do ponto? -1

= @".format(pontl,pont2,pont3,pontd)) Qual a coordenada p3 do ponto? 3
10 print("Digite os dados referentes a Qual a coordenada ul do vetor d%re‘tox u? 1
4 - . . Qual a coordenada u2 do vetor diretor u? 1
11 pontlr = int(input("Qual a coordenada pl do p

Qual a coordenada u3 do vetor diretor u? 1
A equacgdo vetorial da reta é t: X = (1, -1, 3) + a((1, 1, 1))

12 pont2r = int{input("Qual a coordenada

13 pont3r = int({input("Qual a coordenada p3 do p 2 A reta é concorrente e nio perpendicular em relagho ao plano
14 vetorulr int(input("Qual a coordenada ul do vetor diretor u?
15 vetoru2r = int(input("Qual a coordenada u2 do vetor diretor u?
16 vetoru3r = int(input("( a coordenada u3 do vetor diretor u?
17 print("A eguacglo vetorial da reta é t: X = {} +
".format((pontlr, pont2r,pont3r), (vetoxulr,vetoru2r,vetoru3r)))

18
19, if (vetorulrxpontl) + (vetoruZrxpent2) + (vetoru3rxpont3) == 0:
20
21 if (pontlxpontlr)+(pont2xpont2r)+(pont3*pont3r)+(pontd) == O:
22 print("A reta esta contida no plano")
23
24 1% (pontlxpontir)+(pont2«pont2r)+(pont3pontar)+(pontd) 1= 0:

Figura 26 — Demonstracéo do resultado dos dados inseridos na aplicacdo, bem como o codigo

programado para posicéo relativa entre reta e plano (reta concorrente e ndo perpendicular).
Fonte: Autor, 2022.
1 posi = int(input("E posicdo relativa entre planc e reta? ")) E posigiio relativa entre planc e reta? 1
2 Digite os dados referentes i equagdo do plano:
3, if posi == 1: Qual a coordenada a do vetor normal? 1
4 print("Digite os dados ref: acdo do planc:") Qual a coordenada b do vetor noxmal? 2
5 pontl = int(input('Qual a a do tor normal? ")) Qual a coordenada c do vetor normal? -1
& pont2 = int(input("Qual a b do normal? *)) Ll & Ermlenniln O 60 e G
o D N oo A equacdo geral do plano é p = {(I)x + (Qy + (-1)z + (@) = @

7 pont3 = int(input("Qual a coordenada ¢ do vetor normal? ")) Digite os dados referentes a eguacdo da reta:
8 pontd = int(input("Q a coord d Qual a cooxdenada pl do ponto? 2
9 print("A equagio geral do plano & (i1 + (iD) Qual a coordenada p2 do ponto? 1

= 0".format(pontl,pont2,pont3,pontd)) Qual a coordenada p3 do ponto? 3
a0 print("Digite o dados referentes & eq Qual a coordenada ul do vetor diretor u? 2
11 pontlr = int(input("Qual a coordenada Qual a coordenada u2 do vetor d:.lIEtDI u? 4

Qual a coordenada u3 do vetor diretor u? -2

12 pont2r = int(input("Qual a coordenada p A equacio vetorial da reta é t: X = (2, 1, 3) + a((2, 4, -2))
13 pont3zr = int(input("Qual a coordenada
14 vetorulr = int(input("Qual

15 vetoruZr t(input("Qual & cocrdenada u

A reta é concorrente e perpendicular em relagio ao plano

coordenada u

16 vetoru3r t(input("Qual & cocrdenada u

17 print("A equagio v 1 da reta = §1+
a({3)".format((pontlr,pont2r,pont3r), (vetorulr,vetoru2r,vetoru3r)))

18

19, if (vetorulrxpontl) + (vetoruZrxpont2) + (vetoru3rxpont3) == @:

20

21 if (pontlxpontir)+(pont2xpont2r)+(pont3xpont3r)+(pontd) == @:

22 print("A reta estd contida no plano")

23

24 if (pontlxpontir)+(pont2xpont2r)+(pont3*pont3r)+(pontd) != 0:

Figura 27 — Demonstracao do resultado dos dados inseridos na aplicacdo, bem como o codigo
programado para posi¢do relativa entre reta e plano (reta concorrente e perpendicular).
Fonte: Autor, 2022.

Partindo da andlise das posi¢des relativas entre dois planos, inicia-se a verificagao
por meio de dois planos dados, séo eles:
a:x+y+2z+4=0
B: —2x—2y—4z—-8=0
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O procedimento para determinar se esses planos sdo coincidentes ou paralelos
distintos, basta que os vetores normais do plano « e do plano B sejam linearmente

dependentes, além das coordenadas d promoverem o mesmo valor.

Ou seja, esses planos sdo coincidentes.

Outro caso pode ser visto verificando outros dois planos dados:
a:2x+y—z+3=0
p: —4x—-2y+2x+7=0

O procedimento para determinar se esses planos sdo coincidentes ou paralelos
distintos, basta que os vetores normais do plano a« e do plano B sejam linearmente
dependentes, além das coordenadas d promoverem o mesmo valor.

2 1 1 3
1= 277277

Como as coordenadas de d ndo promovem o mesmo valor, pode-se inferir que

estes planos séo paralelos distintos.

Jarealizando o célculo através de outros dois planos, busca-se determinar se estes
sdo secantes ndo perpendiculares, em que o produto entre os vetores normais é diferente
de O e linearmente independentes ou secantes perpendiculares, cujo produto entre os
vetores normais € igual a 0 e linearmente dependentes.

Supondo duas situagdes, no caso 1, duas equacoes de plano, sendo elas:

a:x+y+z+1=0
p:2x—y+3z+3=0
NyxNg=(1,11)*(2,-13)=Q2—-1+3)=4%0

Portanto, os planos sdo secantes ndo perpendiculares.

Ja no caso 2, sdo elas:

a:x+y+z+1=0
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p:x+y—2z=0
Ng*Ng=(1,1,1)*(1,1,-2)=(1+1-2)=0

Dessa forma, os planos sdo secantes perpendiculares.

Demonstrando 0s casos Vvistos acima na calculadora desenvolvida, é possivel

verificar a igualdade entre os valores obtidos.

1 posi = int(input("E posigdo relativa entre plano e reta? ")) £ posigio relativa entre plano e reta? 2
2 Digite os dados referentes 4 equagio do plano A:
3, if posi == 1: Qual a coordenada a do vetor nommal? 1
4 print("Digite os dados r Qual a coordenada b do vetor normal? 1
5 pontl = int(input(*Qual Qual a coordenada c do vetor normal? 2
6 pont2 - int(input(® Qual a coordenada d do plano? 4
T A equagiio geral do plano é p= (1)x + (y + (2)z + 4 =8

7 pont3 = int(input(" Digite os dados referentes & equagio do plano B:
& pontd = int(input(" Qual a coordenada a do vetor nommal? -2
9 print("A equacio geral do plano é p 3] ({Dy + (D2 + Qual a coordenada b do vetor nomal? -2

" format (pontl, pont2, pont3, ponta)) Qual a coordenada ¢ do vetor normal? -4

Qual a coordenada d do planc? -8
A equagio geral do plano é p = (-2)x + (-2)y + (4)z + 8=8
0s planos séo coincidentes

18 pzint("Digite os dados referentes & equ
11 pontlr = int(input(*Qual
12 pont2r = int(input(*Qual
13 pont3r = int(input(*Qual
14 vetorulr

coordenada

coordenada

coordenada

coordenada tor diretor u?

15 vetoru2r coordenada tor diretor u
16 vetoru3r coordenada u vetor diretor u? "))
17 int("A equacdo vet reta é t: X +
".format((pontlr, pont2r, pont3r), (vetorulr,vetoru2r,vetorudr)))
18
19 if (vetorulrxpontl) + (vetoru2rxpont2) + (vetoru3rxpont3) == @
20
Figura 28 — Demonstracéo do resultado dos dados inseridos na aplicacdo, bem como o codigo
programado para posicéo relativa entre planos (coincidentes).
Fonte: Autor, 2022.
1 posi = int(input("E posicio relativa entre plano e reta? ")) £ posigio relativa entre plano e reta? 2
2 Digite os dados referentes & eguagio do plano A:
3, if posi == Qual a coordenada a do vetor normal? 2
4 print("Digite os dados r quagio do plan Qual a coordenada b do vetor noxmal? 1
5 pontl = int(input(*Qual N T nommal? *)) Qual a coordenada c do vetor nommal? -1
. g t)‘ o N - o et Qual a coordenada d do plano? 3
: ponts = in jl”pu ("Qual Fox nomaty f( A equagdo geral do planc é p = (2)x + (1)y + (-1)z + 3 =
7 pont3 = int(input("Qual T noxmal? ")) Digite os dados referentes a eguagio do plano B:
a8 pontd = int{input("Qual a Qual a coordenada a do vetor normal? -4
9 print("A equagio geral do plano é (i3 + Qual a coordenada b do vetor nomal? -2
0" format (pontl, pont2, pont3, pontd)) Qual a coordenada c do vetor normal? 2
10 print( Qual a coordenada d do plano? 7
o pontir A equagdo geral do planc é p = (-4)x + (-2)y + (2)z + 7 =0

0s planos sdo paralelos distintos

12 pont2r
13 pont3r
14 vetorulr
15 vetoruZr

ul do

coordenada u2 do diz
diretor u?

16 vetoru3r coordenada u3 do

17 int("A equagdo vetorial da reta & t: X = {]
" format((pontlr,pont2r,pontlr) , (vetorulr,vetoru2r, vetorudr)))

18

19, if (vetorulrspontl) + (vetoru2rkpont2) + (vetorudr#pont3d) ==

20

21, if (pontlxpontir)+(pont2#pont2z)+(pont3spont3r)+ (pontd) ==

Figura 29 — Demonstracdo do resultado dos dados inseridos na aplicacdo, bem como o codigo
programado para posicao relativa entre planos (paralelos distintos).
Fonte: Autor, 2022.
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1 posi = int(input("E posigéc relativa entre planc e reta? ")) E posicéio relativa entre plano e reta? 2
2 Digite os dados Teferentes & equagio do plano A:
3y if posi == 1: Qual a coordenada a do vetor normal? 1
4 print("Digite os dados referentes & equ Qual a coordenada b do vetor nommal? 1
5 pontl = int{input a Qual a coordenada c do vetor normal? 1
. B h ) Qual a coordenada d do plano? 1
& pont2 = int(input(*Qual a A equaglio geral do plano é p = (1)x + (Dy + )z +1 =6
4 pont3 = int{input(*Qual a Digite os dados referentes & equagdio do plano B:
8 pontd = int(input("Qual a Qual a coordenada a do vetor nommal? 2
9 print("A equagdo geral do plano é p = ({P)x + ({Dy + (iP)z + (1) = Qual a coordenada b do vetor nommal? -1
8" . format (pont1,pont2,pont3, pontd)) Qual a coordenada c do vetor nommal? 3
10 print("Digite os dados referentes a e el & Eremitners d &o e 3
11 t1r = int(input('Qual 2 coordenada p &) G gEmil Co i Ap = @ & (il ¢ @ eI =0
RO P J
0Os planos sio secantes nao perpendiculares
12 pont2r = int(input("Qual a coordenada p2 do pon
13 pont3r = int(input(’ oordenada p3 do pon
14 vetorulr = int(input("Q )
156 vetoru2r nt (input("Q retor diretor )
16 vetoru3; nt(input("Q retor diretor u? "))
17 print("A equacdo vetorial da ret £: X = {1 +
a({})" . format( (pontlr,pont2r,pont3r), (vetorulr, vetoru2r,vetorusr)))
18
19 if (vetorulrxpontl) + (vetoruZripont2) + (wetoru3rspont3) == :

if (pontlxpontir)+(pont2spont2r}+(pont3xpont3r)+ (pontd) == @:

Figura 30 — Demonstracdo do resultado dos dados inseridos na aplicacdo, bem como o codigo

programado para posicéo relativa entre planos (secantes ndo perpendiculares).
Fonte: Autor, 2022.

1 posi = int(input("E posigio relativa entre plano e reta? ")) 2 (oo i e (T @ B 8

2 Digite os dados referentes a equagdo do plano A:

3, if posi == 1: Qual a coordenada a do vetor nommal? 1

4 print(*Digite os dados referentes a equago do plano:") Qual a coordenada b do vetor normal? 1

3 || et & AT & cx ; ] Qual a coordenada ¢ do vetor normal? 1

- e D Qual a coordenada d do plano? 1

& | pont2 = int(input(*Qual a coo A equacio geral do plano & p = (1)x + (y + Nz +1 =10
7 pont3 = int(input("Qual a coo Digite os dados referentes i equagio do plano B:

8 pontd = int{input("Qual a coo Qual a coordenada a do vetor nommal? 1

9 print("A equagdo geral do plan + = Qual a coordenada b do vetor normal? 1

@".format (pontl,pont2,pont3,pontd)) Qual a coordenada ¢ do vetor nommal? -2

18 print("Digite os dados referentes & equacdo da re (el @ EremianETs d Co il G
11 pontlr = int(input(*Qua B nad 1 do A equagio geral do plano é p= (I)x + (y + (-2)z+0 =10

0s planos sio secantes perpendiculares

12 pont2r = int(input("Qua
13 pont3r = int(input(*Qua
14 vetorulr = int(input("Q

15 vetoru2r nt{input("Q
16  vetorudr put ("Q
17 print( gio vet re £t +

a(§2)".format((pontlr, pont2r,pont3r), (vetorulr, vetoru2r,vetoru3r)))
18
19 if (vetorulrspontl) + (vetoru2r#pont2) + (vetorudrxpont3) == 0:
2, if (pontlxpontlr)+(pont2xpont2r)+(pont3xpont3r)+(pontd) == 0:

Figura 31 — Demonstracao do resultado dos dados inseridos na aplicagdo, bem como o codigo
programado para posi¢do relativa entre planos (secantes perpendiculares).
Fonte: Autor, 2022.

4.2 INTERFACE GRAFICA

A segunda etapa de desenvolvimento da programacao foi a elaboracdo de uma
interface gréfica para a calculadora. O recurso utilizado para a criacdo desta forma de
interacdo esta contido em uma das bibliotecas intrinsecas ao Python, conhecida no meio
tecnoldgico como GUI, sendo a “tela de um programa” a qual o usuario tem acesso.

Dessa forma, ela diz respeito a forma de interacdo entre o usuario do computador
e um programa atraveés de uma representacdo grafica, como icones, botdes e outros
indicadores visuais. A interacdo se da através do uso de mouses, teclados ou toque. Com
eles, o usuario € capaz de selecionar simbolos e manipula-los de forma a obter algum
resultado préatico para acessar aquela funcionalidade (MUNDO MAKER, 2021).
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A elaboracdo da interface gréfica foi realizada em conjunto com a programacéo,
por meio da plataforma Visual Studio Code, que oferece o recurso de execucao dos dois
codigos em apenas uma tela de exibicao.

Para tornar possivel a realizacdo desta funcdo, foi necessario utilizar os recursos
contidos na biblioteca PYSIMPLEGUI, em que se fez imprescindivel tornar as variaveis
globais, de forma que fosse possivel executé-las em qualquer linha de codigo, assim como
definir todas as caracteristicas das telas e com quais comandos deveriam ser acionadas.

A criacdo das telas foi executada definindo em quantos pixels cada uma delas seria
gerada, quais informagdes iria disponibilizar e os dados referentes as instrugdes e tarefas
da calculadora.

Para o desenvolvimento da tela inicial, estipulou-se uma tela de dimensbes
(800x500 pixels), contendo informacgdes como: home da instituicdo, nome da calculadora
e instrucdes de uso, conforme vé-se nas linhas de cddigo e na imagem da tela,
disponibilizadas abaixo:

nb = ttk.h app)
nb.place(x=8, y=0, width=808, height-500)

vdep; o
vmudbase; vmudbase

vprodescal
vprodveto

vprodmisto; v
vretas; v

vretpos

vplanos; =
vplanospos; vplanos

Figura 32 — Linhas de cddigo utilizadas para elaboracéo da tela inicial.
Fonte: Autor, 2022.

r", background="#857188", foreground="

. background="#8

app.mainloop()

Figura 33 — Linhas de cddigo utilizadas para elaboracéo da tela inicial.
Fonte: Autor, 2022.

O resultado obtido esta apresentado abaixo:
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W Calculadora de Geometria Analitica - Centro Universitario FEI = m} X

centro
universitario

Figura 34 — Demonstracéo da interface gréfica da tela inicial da calculadora.
Fonte: Autor, 2022.

Na etapa subsequente, programou-se a tela de escolha das operacdes disponiveis,
em que, executando uma ligacao entre as varidveis e a tela, ao escolher uma das opcoes,
¢ acionado um terminal de comando, no qual é possivel escrever as informacdes

referentes as coordenadas dos vetores e obter os resultados.
]

Escolha urna das operagdes e digite no terminal de controle as informagdes necessarias

Dependénciza Linear

Mudanca de Base

Produto Escalar

Produto Vetorial

Equagdo da Reta

Posicdo Relativa das Retas

Equagdo do Plano

Produte Misto ‘

Posigdo Relativa do Plano

Figura 35 — Demonstracao da interface gréfica da tela inicial da calculadora.
Fonte: Autor, 2022.

Exemplificando uma das operacdes, ao acionar o botdo de produto escalar, é
aberto o terminal de comando, permitindo que informacgdes no que tange as coordenadas

vetoriais sejam digitadas.
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lenada
rdenada w2

Figura 36 — Demonstracéo do terminal de comando para produto escalar.
Fonte: Autor, 2022.

A interface grafica elaborada torna possivel uma ligacdo entre o cddigo e a
apresentacdo dos dados e funcbes para os usuarios, permitindo uma interacéo simples e

pratica.
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5 CONCLUSAO

Ao fim deste trabalho de pesquisa, € possivel inferir que os objetivos iniciais
foram atingidos, tendo em vista que uma calculadora utilizando a linguagem de
programacdo Python com interface grafica voltada para calculos analiticos e vetoriais foi
desenvolvida.

O trabalho obteve resultado satisfatdrio, analisando os dados obtidos com a
execucdo do cddigo e comparando-os com as plataformas referenciadas como recursos e
apoios bibliograficos, sendo elas WolframAlpha, Geogebra e Symbolab.

O mecanismo desenvolvido visa tornar pratica a resolucdo de exercicios e
conferéncia dos alunos das disciplinas. Este recurso € um avanc¢o no ambito educacional
no que tange as megatendéncias voltadas para a educacdo e a inteligéncia artificial, tendo
em vista que € uma proposta desenvolvida no meio tecnoldgico e que possibilita a
ampliac&do dos conteldos, alteragdes de layout e melhorias no codigo da programagao.

O projeto elaborado tem possibilidade de ser convertido para um aplicativo, de
forma a ser uma ferramenta ainda mais acessivel e compativel com os sistemas
operacionais mais utilizados pelos estudantes, sendo eles Android e iOS.

Dessa forma, deixa-se como sugestdo de continuidade para este trabalho de
pesquisa a ampliacdo dos meios de acesso, tornando este recurso cada vez mais acessivel

e prético.
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