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Resumo: A Teoria de Codigos Corretores de Erros
tem como objetivo transmitir mensagens através de um
canal de maneira segura, de forma que o codigo seja
capaz de detectar e corrigir o maior nimero de erros que
possam ocorrer durante essa transmissdo. Por conta da
importancia disso na atualidade, este projeto busca
estudar os cddigos corretores de erros e suas
caracterizagdes algébricas utilizando-se das teorias de
anéis e grupos.

1. Introducdo

A Teoria dos Cddigos Corretores de Erros se iniciou
com o trabalho de Richard Hamming que, frustrado pela
capacidade das maquinas de detectar erros, mas nio de
localiza-los e corrigi-los, publicou o artigo intitulado
Error Detecting and Error Correcting Codes [1]. Desde
entdo se desenvolveu, consolidando-se como uma area
de pesquisa de grande relevancia. Seu objetivo é a
transmissdo de mensagens de forma segura e com a
menor quantidade de erros possiveis, corrigindo os que
surgirem durante o envio.

Para isso, sdo necessarios algoritmos de codificagdo
e decodificacao desses codigos, muitos feitos com base
nas teorias de grupos e anéis.

Como exemplo simples, podemos citar o idioma. O
alfabeto, com as vogais acentuadas e c cedilha, é o
conjunto A, enquanto as palavras sdo elementos de A%,
onde 27 ¢ o comprimento da palavra mais longa da
lingua portuguesa. Suponhamos que seja escrita a
sequéncia de letras “cathorro”; percebe-se facilmente o
erro, ¢ a corre¢do para “cachorro” pode ser feita, por ser
a palavra que mais se assemelha a sequéncia
apresentada. Porém, este codigo ndo € eficiente, visto
que caso a palavra desejada seja “pato”, mas seja escrita
como “pano”, ndo sera possivel detectar o erro por
ambas existirem.

Além deste caso, codigos corretores de erros sdo
utilizados sempre que hd a transmissdo ou
armazenamento de dados, desde comunicagdes via
satélite, até a movimentagao de robds.

2. Funcionamento de um codigo

Para ilustrar o funcionamento de um cddigo
podemos pensar em um robd que se move dentro de um
mapa quadriculado. Ele aceita comandos do tipo Norte,
Sul, Leste e Oeste, se deslocando para a casa adjacente
indicada. Esses comandos podem ser codificados em
numeros binarios de dois digitos da seguinte forma:

Norte — 00
Sul — 01

Leste — 10
Oeste — 11

Esse codigo tem o nome de “cddigo da fonte”.
Porém, neste ponto, existe o mesmo problema do
alfabeto citado anteriormente: no caso de haver um erro
durante a transmissdo, ndo sera possivel detecta-lo
porque todas as combinagdes de 0 ¢ 1 correspondem a
comandos existentes. Assim, é feita uma recodificagdo
em cima disso, adicionando redundancias que permitem
detectar e corrigir os erros, como por exemplo:

Norte — 00— 00000 Leste — 10— 10110
Sul +— 01+ 01011 Oeste +— 11+ 11101

Esse segundo cddigo ¢ chamado de “codigo de
canal”, e ele serve justamente para que caso ocorra um
erro, seja possivel corrigi-lo. Esse procedimento pode
ser esquematizado da seguinte forma:
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Figura 1 — Sistema de comunicagao digital

Com isso, fica claro que ¢ da responsabilidade do
codigo corretor de erros desenvolvido conseguir
transformar o codigo fonte em codigo de canal, além de
detectar e corrigir os erros na recep¢ao da mensagem.

3. Metodologia

Apos a exposicao da visdo geral do funcionamento e
objetivos dos cédigos corretores de erros, vale destacar
que a metodologia utilizada para chegar no nivel de
entendimento e aplicacdo deles ¢ a revisdo sistematica
da bibliografia e discussdo dos topicos em seminarios.

Para isso, deve ser feito o levantamento
bibliografico dos temas relativos ao estudo; temos que o
funcionamento dos codigos corretores de erros depende
de uma série de assuntos matematicos, entdo
primeiramente estudamos teoria de grupos, algebra
linear e teoria de anéis.

Uma vez que os fundamentos e principais resultados
e defini¢cdes foram compreendidos, foi possivel avangar
para a parte principal do projeto, que sdo as diferentes
caracterizagdes algébricas dos principais tipos de
codigos corretores de erros, sua estrutura e
funcionamento.
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4. Métrica de Hamming

Inicialmente, dado um conjunto finito A chamado de
alfabeto, temos que um cdodigo corretor de erros € um
subconjunto préprio qualquer do produto cartesiano A",
para algum n natural. Dados dois elementos u=(u1

s Uy U ), v=(v1, v

. V) € A" define-se como
2 n ’

2’

distancia de Hamming entre u e v:
d(u, v) = |{i; u; #v;, I <i<n}| €))

Essa distancia ¢ utilizada posteriormente para
determinar a distancia minima de um cddigo, que ¢é a
menor distancia entre todas as palavras do codigo.

Além disto, sendo C um coddigo com distancia
minima d, C pode corrigir até x erros, sendo Kk 0 menor

inteiro positivo maior que [%], e detectar até d - 1

erros, ou seja, ¢ possivel corrigir a palavra que possuir
até d - 1 sem encontrar outra palavra do codigo.

5. Codigos Lineares

A classe mais utilizada de codigos sdo os codigos
lineares, que por definigdo sdo espagos vetoriais de
dimensdo finita. Assim, sendo F, um corpo finito com q
elementos, ¢ = p™ e p primo, os codigos lineares sao

subespagos vetoriais do espaco F Z.

Dado um cdédigo linear C de F Z, definimos o peso de

C como sendo o numero w(C) = min{w(c), cE C, ¢ #
0;}.

O peso ganha maior importancia uma vez que se é
provado e demonstrado que d(C) = w(C), ou seja, que o
peso de um cédigo linear é igual a sua distancia de
Hamming.

Além dessas defini¢des, uma das vantagens dos
codigos lineares ¢ a matriz geradora. Assim, vale
destacar qual sua defini¢do: sendo C um (n,k,d)-codigo
linear e (vl, v, vk) uma base de C sobre Fq, a
matriz geradora de C ¢ a k x n matriz cujas linhas sdo as
coordenadas dos vetores desta base (vl, vy, vk).

De forma mais explicita:

v, Ui, ottt Vg,

Uy, Vg, Vg,

Uky Uky " Uk,
A matriz também pode ser escrita em sua forma
padrio G = (I k\Akx (n_k)). Dadas duas palavras u=(u 1

y Uy e U ), v=(v1, Vy ¥ ) € A", definimos

(u,v)—ulv1 twv, tuv, o uv.

E importante definir que dado um (nk)-codigo
linear C, o codigo linear ct= {x € F: | (x,c) =0, V¢

€ C} chama-se codigo dual de C. Assim, é possivel
entender o que € uma matriz teste de paridade.
Sendo C um cddigo linear com matriz geradora G =

1 k|A), a matriz H = (At|l n_ k) geradora de C * ¢ chamada
de matriz de teste de paridade do codigo C. A razdo para
o nome da matriz H é que ¢ € C se e somente se cH =

Hc' = 0. Dessa forma, as linhas de H sdo os coeficientes
de um sistema linear homogéneo cujas solugdes sdo as
palavras do codigo C. Estas equagdes lineares recebem
o nome de equagdes de teste de paridade.

Outra classe de codigos de grande importancia sao
os codigos ciclicos, que serdo estudados durante a
proxima parte da pesquisa.

6. Decodificagdo

A decodificagio de um coédigo é o processo de
detecgdo e correcdo de erros num determinado cédigo.
O principal método utilizado hoje ¢ um aperfeigoamento
do método criado por D. Slepian, chamado de
decodificagdo por sindrome, cujos detalhes serdo
estudados posteriormente.

7. Conclusoes

Num primeiro momento, como a pesquisa ainda ndo
foi finalizada, estamos compreendendo melhor as
teorias algébricas por trds dos codigos corretores de
erros, como a teoria de grupos e de anéis, além das
nogdes iniciais dos codigos lineares,, para
posteriormente  sermos  capazes de caracterizar
algebricamente os codigos ciclicos e usufruir das
vantagens que essa caracterizagao possui.

Dessa forma, os principais resultados sdo
conhecimento e compreensdo maior das areas da
matematica, além da habilidade de caracterizagdo
algébrica dos codigos corretores de erros.
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