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Abstract. Manifold learning has been widely exploited for dimensionality
reduction in high dimensional database analysis with applications in pattern
recognition, data mining and computer vision. In this work we propose
a framework, called Local Riemannian Manifold Learning (LRML), which
recovers the manifold topology and geometry through normal coordinate
neighborhoods computed by the exponential map. Besides, we propose a simple
strategy based on barycentric coordinates to map the feature space into the
Riemannian manifold in order to perform the manifold synthesis. We apply the
whole methodology for articifial face image database analysis to demonstrate
its efficiency for dimensionality reduction and data visualization.

Resumo. Técnicas em aprendizado de variedades vém sendo utilizadas para
reducdo de dimensionalidade em aplicacoes envolvendo reconhecimento de
padrées, mineracdo de dados e visdo computacional. Neste trabalho, propomos
uma metodologia denominada aprendizado local de variedades Riemannianas,
a qual recupera a topologia e geometria da variedade utilizando sistemas
locais de coordenadas normais computadas via aplicacdo exponencial. Além
disto, é proposto também uma estratégia simples, baseada em coordenadas
baricéntricas, para sintetizar pontos da variedade a partir de novos pontos do
espaco de caracteristicas. Nos aplicamos a metodologia proposta para andlise
de imagens sintéticas de faces para demonstrar a eficiéncia do método para
redugdo de dimensionalidade e visualizagcdo de dados.

1. Introducao

Classificacdo, reconhecimento e agrupamento automdtico de padrdes sao
problemas importantes em areas como engenharia, psicologia, biologia, medicina, visao
computacional e inteligéncia artificial [Ma and Fu 2012]. No caso de imagens de faces
humanas em tons de cinza, com resolucdo m X n pixeis, preferencialmente normalizada
com mesma escala e orientagdo, observamos uma quantidade relevante de propriedades
redundantes, como a posi¢do dos olhos, boca e nariz. Assim, se representarmos as
imagens como pontos em um espaco Euclidiano R” de dimensdo D = m - n, é intuitivo



supor que possamos representar o conjunto destas imagens com uma quantidade d < D
de coordenadas, isto é, efetuando uma reducio de dimensionalidade.

Supondo que as imagens originais possam ser representadas por uma variedade
diferencidvel (generaliza¢do de superficie suave) M? imersa no espaco R”, podemos
tratar a reducdo de dimensionalidade utilizando técnicas de aprendizado de variedades
para estimar uma aplicagio entre o espago R? e a variedade M¢. A maioria das técnicas de
aprendizado de variedades concentra-se em mapear a variedade que contém os dados por
uma tnica aplicagiio, ou mais especificamente, por uma parametrizagio global ¢ : RY —
M? c RP. Na pritica, este problema é tratado da seguinte forma: dada uma amostra
D = {p1,pa," -+, pn} C M? 0 objetivo é estimar parAmetros D = {z, 29, -, 2n} C R,
tais que ¢ (2;) = p;,i = 1,2, - - -, N, sem de fato construir explicitamente a aplicagio ¢.

Esta filosofia estd na base de métodos tradicionais de aprendizado de variedades,
tais como o Local Tangent Space Alignment (LTSA) [Zhang and Zha 2005]. Neste
caso, para cada ponto p; da base de dados, a solugdo proposta determina inicialmente
os KNN vizinhos mais préximos, KNN(p;) = {pi,Diy, " ,Pix}. Em seguida,
computa-se uma aproximacdo afim, d—dimensional para cada K NN (p;). Finalmente,
aplica-se um processo de otimizagdo para compatibilizar as representacdes lineares
locais obtidas gerando as coordenadas globais z;,¢ = 1,2,--- ,N. O Locally
Linear Embedding (LLE) [Roweis and Saul 2000] e Local Generative Units and Global
Affine Transformation (LGGA) [Huang et al. 2009] também utilizam reconstrucdes
lineares locais. O primeiro utiliza representacdo via combinag¢do convexa enquanto
que o segundo aplica decomposicio SVD (Singular Value Decomposition) para as
vizinhancas K N N(p;), guardando apenas os d valores singulares principais. Aspectos
diretamente ligados a geometria intrinseca dos dados podem ser melhor abordados
incorporando métodos da geometria Riemanniana ao aprendizado, o que € parte dos
fundamentos do Riemannian Manifold Learning (RML) e LOGMAP [Lin and Zha 2008,
Brun et al. 2005].

Este trabalho tem a sua fundamentacdo tedrica na técnica de RML
[Lin and Zha 2008] ¢ LOGMAP [Brun et al. 2005], e diretamente ligado a um dos
problemas principais, e ainda sem solu¢do geral na drea de aprendizado de variedades:
Como preservar distancias no espaco de parametros, ou espaco de caracteristicas? Estas
técnicas procuram representagdes em dimensdo reduzida para os dados via isometrias
(aplicagdes bijetoras e diferencidveis que preservam produto interno, e consequentemente
distancias, sobre a variedade). Porém, na forma proposta, estas técnicas contemplam
apenas isometrias globais.

No entanto, como desconhecemos a estrutura da variedade suporte dos dados, nao
podemos partir desta hipétese. Por exemplo, se os dados sdo uma amostra da esfera S?,
¢ um resultado conhecido na geometria diferencial que uma tnica parametrizacdo nao
¢ suficiente para cobrir o conjunto [do Carmo 1988]. Assim, necessita-se buscar uma
familia de parametrizac¢des locais, cujas imagens gerem uma cobertura para a variedade
que representa os dados, e com isso ter garantia de recuperar a geometria intrinseca que
os dados carregam.

Com estes pensamentos, propomos neste trabalho uma nova metodologia,
denominada aprendizado local de variedades Riemannianas (Local Riemannian Manifold



Learning - LRML), a qual recupera a topologia e geometria da variedade utilizando
sistemas locais de coordenadas normais computadas via aplicacao exponencial. O método
proposto tem como entrada elementos da base de dados e executa os seguintes passos:(a)
Determinar a topologia dos dados utilizando a metodologia do RML; (b) Estimar a
dimensao d da variedade; (c) Gerar um sistema de vizinhancas; (d) Computar coordenadas
normais de Riemann para cada vizinhanca obtida via LOGMAP.

Contudo, o RML e LOGMAP ndo tratam o problema de sintese de novos dados
a partir do espacgo de caracteristicas, problema este tratado no contexto de outras técnicas
de aprendizagem de variedades [Alvarez-Meza et al. 2011][Huang et al. 2009]. Neste
trabalho, a sintese de novas imagens € implementada via coordenadas baricéntricas
[Allgower and Georg 1990]. Especificamente, dado um novo ponto z € R¢ no espago
de pardmetros, primeiramente identificamos um d-simplexo que o contém, com vértices
em pontos do conjunto D. Em seguida, computamos as coordenadas baricéntricas de z.
Finalmente, estas coordenadas sdo utilizadas para interpolar os pontos correspondentes
em R para estimar (sintetizar) o novo ponto da variedade. A extensio da técnica
RML para uma familia de parametrizagdes locais e a técnica proposta para sintese sao
as principais contribuicdes deste artigo.

O texto estd organizado como segue. Na Secdo 2, descrevemos os elementos de
geometria diferencial e projetiva presentes neste trabalho. O método LRML € apresentado
na Secdo 3. Os experimentos computacionais sio discutidos na Secdo 4, onde ilustramos
uma aplicacdo em imagens de faces humanas de modo que a geometria de aquisi¢ao
permite estimar propriedades da variedade que representa os dados. Finalmente, na Se¢ao
5, apresentamos as conclusdes e trabalhos futuros.

2. Fundamentacao Teérica

A representacdo de um banco

de imagens via variedades diferencidveis Ty
permite reunir ferramentas geométricas,
algébricas e estatisticas em um mesmo
formalismo. Isto pode ser observado na
Figura 1, a qual representa um conjunto
de dados, a variedade (superficie) suporte
correspondente e seu plano (espaco)
tangente em um ponto p, formado por o Pontos dos Dados de Entrada
todos os vetores tangentes a M em p.

pdf €1

Figura 1. Modelo de dados:
sistema de coordenadas original
(z1,22), variedade (M), espaco

Estes dados sdo uma amostra
da populagdo, a qual segue alguma

densidade de probabilidade representada tangente 7,M em um ponto
abaixo do espaco tangente. Se a p € M, funcdo de densidade de
curvatura da variedade for desprezivel, probabilidade (pdf).

entdo o espaco tangente fornece uma

representacdo eficiente para o conjunto de dados. Este espaco pode ser obtido por
técnicas tais como Principal Component Analysis (PCA) e Multidimensional Scaling
(MDS) [Engel et al. 2012] [Lee and Verleysen 2007]. Se a curvatura da variedade ndo for
desprezivel, entdo o espago tangente 7, M € apenas uma representacdo local do espaco



de imagens em questdo. Aspectos estatisticos relacionados a densidade de probabilidade
associada devem ser considerados para estabelecer condi¢des para densidade de amostras.

Uma das grandes dificuldades em

aprendizado de variedades € justificar se Fonte de

os dados de entrada realmente se ajustam tuz ®
a uma variedade suave. Para imagens
de faces humanas podemos utilizar a
representacdo mostrada na Figura 2 para
a geometria de aquisi¢do destas imagens.
Nesta figura representamos um individuo camera
e a esfera S* C R?3 utilizada para
descrever o posicionamento da camera e
da fonte de luz. Diferentes poses sdo
obtidas movendo a cAmera enquanto que o
rosto permanece fixo. Assim, vamos supor
que a distancia da cmera para o rosto

e o comprimento focal da camera sejam Figura 2. Modelo de
fixos de modo que as imagens adquiridas aquisicio das imagens (Fonte:
tenham escalas semelhantes. O eixo da www.cyberware.com).

camera € definido passando pela origem da

esfera. A iluminacdo é modelada por uma fonte de luz fixa. Se a orientacdo da camera
também ndo variar ao longo das aquisi¢des, € natural considerar que o espago das imagens
M gerado pode ser parametrizado por uma aplicagio:

@:UCR2—>M,U:{(¢,9);O§¢<W,—ggegg} (1)
onde (¢,0) representa um ponto de intersec¢do de S? com o eixo da cAmera. Esta
expressao, juntamente com a geometria de aquisicao descrita, de modo intuitivo, mostram
que podemos considerar que as imagens de uma face fixa estdo contidas em uma
superficie de dimensdo d = 2, uma vez que o espaco de parametros U é bidimensional
[Lin and Zha 2008]. Esta superficie estaria imersa em um espaco de dimensdo maior R”.
Supondo que a equacdo (1) seja diferencidvel entdo podemos calcular vetores tangentes
em um ponto p genérico da superficie, bem como definir o espaco formado por estes
vetores, o espago tangente 7, M. Esta ideia pode ser generalizada, supondo-se que temos
um conjunto M C RP, e uma familia de aplicacdes biunivocas z,, : U, C R? — M de
abertos U, de R? em M tais que:

(1) Uaxa(Ua> = M7
(ii) Para todo par «, 8, com W = z,(U,) N xg(Ug) # 0, os conjuntos z,* (W) e
xgl(W) sdo abertos em R? e as aplicagdes x/gl oz ! sdo diferenciaveis.

Neste caso, dizemos que M, ou M¢, é uma variedade diferencidvel de dimensio d. Cada
par (U,, r,) da familia é chamado uma parametrizagdo local de M¢<. A propriedade (i)
tem o significado ébvio de garantir a cobertura completa do conjunto M pela familia
de aplicagdes. A propriedade (ii) implica que na regido W C M € indiferente utilizar
a parametrizagdo r, ou xg para descrever as propriedades geométricas de M?, uma
vez que esta propriedade permite mudar suavemente de uma parametriza¢do para outra.
Este modelo pode ser estendido para definir uma nog¢do de distancia entre imagens que



seja coerente com a geometria da variedade associada. Para isto, devemos acrescentar o
conceito de produto escalar (aplicagio em M? que a cada ponto p € M? associa uma
forma bilinear (-, -) p» Simétrica e positivo definida em 7, M a defini¢dao de variedade,
gerando a no¢do de variedade Riemanniana [do Carmo 1988].

Com estes elementos, dados dois pontos p, q € M? eumacurva o : R — M9
passando por estes pontos, podemos computar o comprimento do arco que liga p e g,
denotado por d,(p,q). Se « for uma geodésica (curva de comprimento minimo sobre
M4, ligando p e q), entdo dizemos que d,(p,q) € a distincia geodésica entre os dois
pontos, a qual serd denotada por d(p, ¢) para simplificar a notag@o.

Podemos definir também a aplicagdo exponencial, a qual faz parte dos
fundamentos do RML. Seja p € M9, e a uma geodésica passando pelo ponto p, com
diregdo tangente v € T, M em p. Entdo definimos a aplica¢io exponencial exp em p
como sendo a funcao:

exp,: U C T,ME — M4
v = g =exp,(v) & da(p,q) = (V,V)),

onde (v, V), é anorma de v dada pelo produto interno (-, -),, sobre a variedade e U € um
aberto em T, M.

Se identificarmos T}, M com R¢ entdo pode-se considerar a fungdo exp,, Como
uma parametrizagio local de M¢. Pode-se mostrar ainda que a aplicagio exp,, € uma
isometria local em p, ou seja, preserva distancias sobre a variedade. Dada uma base
ortonormal {e;} de T, M, as componentes de um vetor v nesta base, ou seja, o vetor
(uy,ug, ..., ug) tal que v = Zle u;e;, definem as coordenadas normais de Riemann
do ponto ¢ = exp,,(v) em relagdo a base {e;}.

3. Método LRML Proposto

Nossa proposta, denotada por LRML, consiste em utilizar o algoritmo
RML [Lin and Zha 2008] para determinar a topologia dos dados, efetuar a reducado
de dimensionalidade através de uma adaptacdo local do algoritmo de LOGMAP
[Brun et al. 2005], e sintetizar novos pontos no espaco original dos dados utilizando
coordenadas baricéntricas.

3.1. Selecao de vizinhancas

O RML [Lin and Zha 2008] tem como entrada a base de dados D =
{p1,...,pn} C R, o nlimero de vizinhos para cada ponto p; da base € um pardmetro
p utilizado para a selecdo destes vizinhos, ambos escolhidos por tentativa e erro.
Inicialmente, utiliza-se o algoritmo de Dijkstra para computar os caminhos minimos sobre
o grafo completo G(D) cujos vértices sdo os elementos de D.

Para cada elemento p; € D usamos o algoritmo K NN para escolher o conjunto
K NN (p;) formado pelos K < N vizinhos mais préximos do ponto p; sobre
G(D).

Determinar o conjunto V' N(p;), formado pelos vizinhos visiveis de p;, definidos por

VN(pi)=4{p€ KNN(p;); (pi — p,pi —q) >0, Vg€ KNN(p;)}.



Obter o conjunto dos vizinhos seguros, denotado por SN (p;): Primeiro, ordenamos
os vetores €; = p; — p;, pj € VN(p;) de forma crescente em relacdo a seus
comprimentos, obtendo o conjunto {e;, es, . .., ex }. Em seguida, usamos o PCA
para estimar a dimensdo intrinseca local, d; do subespago gerado pelos primeiros
j elementos de {e;,...,ex}, sendo 1 < j < K. Entdo, temos uma lista de
dimensdes {di,...,dk} para o conjunto {e;,...,ex}. Se d; > d;_;, calcule o
incremento, ||e;|| — ||ej_1||. Se este incremento ¢ maior que um limiar dado por
p 1i(|le;ll), onde p > 0 real e pu(||e;||) é a média dos comprimentos dos vetores
{e1,..., ek}, entdo o ponto p; é removido.

Ao final destes passos, teremos associada uma dimensédo d; para cada SN (p;).
Com isto, podemos estimar a dimensao da variedade utilizando uma média sobre os d;’s.
No entanto, os conjuntos SN (p;) definem uma topologia sobre o conjunto de dados, a qual
permite definir sistemas de vizinhangas sobre a variedade de interesse, como veremos a
seguir.

3.2. Construindo a Cobertura dos Dados

Com o objetivo de efetuarmos um tratamento local, descrevemos a construcdo de
uma cobertura formada por vizinhangas seguras D; C D tais que D = U;—D;. Para isto,
vamos agora considerar o sub-grafo G de (G, cujas arestas interligam apenas vizinhos
seguros e utilizar o algoritmo de Dijkstra para computar os caminhos minimos sobre o
grafo GG. Na literatura de aprendizado de variedades [Lin and Zha 2008], estes caminhos
sdo considerados aproximacoes das distancias geodésicas sobre a variedade que contém
os dados.

Escolhemos um elemento p € D e fazemos W <~ Dei < 1.
Inicio do lago principal: enquanto W = ():
g < Ds _
@ Seja V' (g;) o conjunto dos K' N N vizinhos mais préximos de ¢; em G.
Seja ¢’ o elemento de V'(¢;) mais distante de ¢; e ; = d(g¢;, ¢') a distancia
geodésica de ¢; a ¢. Em seguida toma-se todos os pontos seguros cuja
distancia geodésica a ¢; € menor ou igual a » = ar;, onde o > 1.0. Seja
D; o conjunto obtido.
@ Escolhemos p como o ponto mais distante de ¢; em D;,
Se W # W —D;, entao W < W —D;, caso contrario escolhemos p € W,
141+ 1,
O algoritmo acima tem como saida os pontos ¢; € D, denominados pontos base,

e os conjuntos D; e V(¢;), 7 = 1,- - -, L, onde L é o niimero de vezes que é executado o
laco principal.

3.3. Coordenadas Normais de Riemann Locais

Os conjuntos D; obtidos fornecem uma cobertura da amostra D a qual, juntamente
com a dimensdo d da variedade, serd utilizada como entrada para a versdo local do
LOGMAP, dada abaixo:

Consideramos o conjunto V' (p;) e utilizamos PCA para determinar uma base
ortonormal {ez. ;;:1 para o espaco tangente. Todos os pontos p € V(p;)



sdo projetados em 7, M, utilizando a base gerada pelo PCA, obtendo-se as
coordenadas locais y = (y1, - - -, y4) € R? correspondentes. Procedemos de modo
andlogo para p € D; — V(p;) obtendo-se x = (x1,- - -,74) € R% Sejam Y; e X
os conjuntos de vetores de coordenadas assim formados.

Usando um processo de minimos quadrados padrdo, aproximamos localmente o
quadrado da fung¢do distancia geodésica d(z, y) por uma fungio f; : X; xY; - R
onde fi(z,y) = (x — y)TAj(z — y), sendo A; € My,q(R) simétrica e positiva
definida.

Dado p € D;, para calcular a direcdo da geodésica ligando este ponto ao ponto p;,
estimamos numericamente g = Z?Zl g’ e;'- = V,d*(z, y)! Z_ usando a fun¢@o f;
obtida no passo anterior.

Computamos as coordenadas normais de Riemann para cada ponto p € D; pela

g
V(g g)

minimo no grafo G que liga os pontos p € p;.

Yy=p

expressdo: z = d(p, p;) , onde distincia d(p, p;) é estimada pelo caminho

Pelo item 4 acima, a origem

do sistema de coordenadas normais T,M?
obtidoob z = 0, serd o vetor de @
coordenadas normais de p;. Ao final

deste processo obtemos o conjunto M R?
D = {z,29, - -, zy} onde z; representa
as coordenadas normais (locais) do ponto
p; do conjunto de dados original D. Por

outro lado, temos também: (z,z) = Figura 3. [Aplicacdo exponenciall]

d(p, p:) g d(p, p:) g _ (0] es/tle;go taﬂggentedTpiMd é Ievadto
) i (g,g>’ ) P (g,g) em - , on e;lz representa
um vetor em 7, M* com norma
) 2 . pi
(d(p,p;))*, ou seja, obtemos uma [n2) = (d(p,p)) € p = exp,, ().

representacdo em dimensdo reduzida que

preserva as distancias entre os pontos do

conjunto de dados original. Esta é uma

propriedade importante pois distancia entre pontos (imagens) estd diretamente ligada a
nog¢do de similaridade entre imagens; dai, a importancia de preservi-la na representacao
em dimensdo reduzida. A Figura 3 agrupa os elementos basicos da exposicao acima e
sumariza o mapeamento obtido pelo LRML, via aplicacdo exponencial.

3.4. Sintese de Novos Dados

Ap0s efetuar a reducdo de dimensionalidade, necessitamos de uma técnica para
efetuar a sintese de novos dados a partir de novos pontos no espago de dimenséo reduzida
R?. Especificamente, dado um novo ponto Z no espago R%, com Z ¢ D, como computar a
imagem correspondente na variedade M? que estd imersa em R”? Neste trabalho, vamos
tratar este problema utilizando coordenadas baricéntricas. Vejamos alguns conceitos
fundamentais inicialmente [Allgower and Georg 1990].

Definicdo 1 Um conjunto de pontos {vy, vy, ...,v,} C R™ ¢ dito afim-independente se
as diferencas vi — vy, V2 — Vg, ..., Uy, — Vg formam um conjunto de vetores linearmente
independente no R™.



Definicsio 2 O fecho convexo {v =73  av;|a; >0,i=0,1,...,ne Y "  a; =1},
com vértices dados por n+1 pontos afim-independentes {vy, vy, ..., v, } do R™, é chamado
um n—simplexo e serd denotado por vy, v, ..., U]

Dado um novo Z € R% o objetivo da sintese é encontrar uma representacio ¢ €
M? C RP para z. Para isso, escolhemos um d-simplexo [Zg, %o, - - , Z4] contendo Z,
L. . ~ Y~ d -
com vértices pertencentes ao conjunto D. Neste caso, a equagdo z = Z j=0 QjZj, com a
.~ d ~ L, . ~ =
restricao ijo a; = 1, tem solugdo unica (ap, o, -+ ,0q). Uma vez que Z; € D, o d-
simplexo em R¢ tem um correspondente direto [pg, Py, - - - , Pa], com vértices em p; € D,

. d - P . .
0 que permite escrever ¢ = » j—o ¢jpj como sendo uma estimativa (sintese) linear para a
nova amostra g do espago dos dados.

4. Experimentos Computacionais

Dadas as restricoes de orientacao da camera e da fonte luminosa fixada, descritas
na Secdo 2, montamos um banco de imagens sintéticas com diferentes poses da pessoa
representada na Figura 2. As imagens sdo geradas utilizando o sistema ParaView!,
tendo como entrada o modelo geométrico/textura correspondente a Figura 2. Neste caso,
sabemos que d = 2 pela discussdo da Secdo 2. Fazendo uma discretizac@o regular do
espaco (¢, 0), foram geradas 2196 imagens com resolugdo de 70 x 80 pixeis, as quais
compdem o conjunto de dados D. Aplicamos o algoritmo LRML proposto (Se¢do 3) o
qual gerou uma cobertura {D;, Dy, - - -, Dy} com L = 74.

Para os experimentos que realizamos, usamos para a selecdo de vizinhos descrita
na Sec@o 3.1 um limiar de corte igual a 0.14 para autovalores fornecidos pelo PCA e
p = 0.9 (passo 3 da selecdo de vizinhos). Apds determinar as distancias geodésicas sobre
o grafo G, usamos o algoritmo da Secdo 3.2 com K = 50 vizinhos e = 1.5 para os
passos 4 e 5 na construcao dos conjuntos D;.

Foram tomadas as imagens pigos, P1159 € D ilustradas na Figura 4(a) e um
caminho geodésico ¢ no grafo completo G(f)), ligando os pontos correspondentes.
Inicialmente, vamos sintetizar pontos intermedidrios ao longo de ¢, para verificar a
qualidade das novas imagens geradas pelo LRML. Neste processo, precisamos escolher
um subconjunto {D;,, D;,, - - -, Di;} C {D1,Dy,- - -, D} que cubra o caminho c. Por
razOes computacionais, escolhemos as vizinhangas D;; de tal forma que 3 seja minimo
(obtivemos 8 = 2 neste caso). Nas Figuras 4(a) e 4(b) que ilustram os resultados
obtidos, as imagens destacadas nos extremos pertencem ao banco de imagens original,
todas as outras sdo geradas utilizando a técnica descrita na Se¢do 3.4. Observa-se
um resultado visualmente satisfatério para as imagens geradas. As Figuras em 4(b)
mostram a disposi¢do dos pontos no espaco de parAmetros R? onde cada ponto desta
figura corresponde a uma imagem do banco D e foi obtido pelo algoritmo da Se¢do 3.3.

Para ilustrar o erro da reconstru¢do neste experimento, tomamos os vértices
do grafo G(D) que pertencem ao caminho ¢y U ¢; da Figura 4 e, a partir das
suas representacdes no espaco de caracteristicas, R?, calculamos suas coordenadas
baricéntricas. A partir destas coordenadas executamos a sintese de novas imagens
{P1," -+ ,Ps—1,Ds}, onde s = 21 neste caso. Assim, podemos computar o erro relativo

IKitware. ParaView Visualization System. http://www.paraview.org
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Figura 4. Trechos do caminho de p;s06 @ p11590 €m duas vizinhangas distintas: em
(a), a esquerda, subcaminho ¢, ligando pi606 € p2151 €, a direita, subcaminho c; de
p2181 A P1159; €M (b) a representacao dos caminhos ¢y e c; no espaco de dimensao
reduzida e suas respectivas vizinhancas em R2.

para cada imagem gerada, dado por:

_ [Pk, — P, ||
Ereconst(pkj> = W
J

; 2)
onde || - || denota a norma Euclidiana em R, espaco ambiente da imagens originais.
Obtemos entdo um erro relativo médio de 0.1323 com desvio padrdo de 0.0879, que € um
resultado satisfatorio. Na Figura 5 ilustramos as imagens sintetizadas e originais com o
erro maximo e minimo obtidas usando o LRML.

Comparamos ainda este resultado com o obtido pelo método RML répido ilustrado
na Figura 6, o qual computa uma parametrizacdo global a partir dos dados. Esta

(b)

(a)

Figura 5. Imagem reconstruida (esquerda) e imagem original (direita): (a)
Imagens para o caso com menor erro relativo (Ereconst ~ 0.04966); em (b) imagens
com maior erro relativo (Ereconst =~ 0.38407).
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comparacdo é importante pois a geracdo de um modelo a partir de dados discretos
possui uma imprecisio inerente a todo processo de recuperacdo de um objeto continuo
a partir de uma amostra. No caso do aprendizado de variedades, técnicas envolvendo
parametrizagdes locais podem minimizar este problema por diminuir a propagacao de
erros ao longo do processo de reconstrucgao.

P1606 —>
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-5000 oo

7100—0100000 =5000 0 5000 10000

(b)

Figura 6. Caminho c gerado pelo RML rapido: (a) ilustra o caminho c ligando p;606
€ p1159 NO espaco das imagens; em (b) a representacdo do caminho ¢ nho espaco
de dimenséo reduzida , R2.

Para verificar este fato, observemos a Figura 6(a) a qual mostra o resultado
obtido quando geramos as imagens intermedidrias ao longo do caminho ¢ utilizado no
experimento anterior. Destacamos algumas das imagens obtidas (quadrado tracejado)
para o LRML na Figura 4(a) e as suas correspondentes no RML rdpido na Figura
6(a), as quais podem ser melhor visualizadas nas Figuras 7(a) e 7(b) facilitando uma
comparacdo visual. Observamos que o RML rédpido fornece um resultado com perda
de qualidade visual para algumas imagens. Calculando o erro relativo dado na equagdo
(2) para cada vértice no caminho ¢, obtivemos um erro relativo médio de 0.2174 e
desvio padrao de 0.107 para a reconstru¢do usando uma parametrizacdo global, que
sdo maiores se comparadas como os valores obtidos pelo LRML. Este fato, indica que
técnicas envolvendo parametrizacdes locais podem minimizar o erro inerente ao processo
de reconstru¢do da variedade a partir de uma amostragem. Na Figura 6(b) temos a
representacdo dos dados no espaco de dimensdo reduzida R? fornecida pelo RML répido.

O préximo experimento tem o objetivo de avaliar a sensibilidade do LRML em
relacdo a densidade da amostra. Assim, vamos re-amostrar a variedade gerando agora
1098 imagens, e executar o LRML com os mesmos pardmetros anteriores. Neste caso
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Figura 7. Imagens destacadas das Figuras 6(a) e 4(a): (a) imagens destacadas
na Figura 6(a), obtidas através do método RML rapido por uma parametrizagao
global; em (b) imagens destacadas de 4(a), obtidas pelo método LRML.

obtivemos uma cobertura para as amostras com L = 45 conjuntos D;’s.

Tomamos agora as imagens piy € proo ilustradas na figura 8(a) e um caminho
geodésico ¢ no grafo G(D), ligando os pontos correspondentes. A Figura 8(a) também
mostra as imagens geradas pelo método de sintese proposto ao longo deste caminho.
Novamente, observamos um resultado visual satisfatério, apesar da reducao da densidade
da amostragem.

D0020220 -
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Figura 8. Reconstru¢cao com quantidade de amostras reduzida: em (a) ilustramos
o trecho do caminho entre p;; e p7go; em (b) representamos a vizinhanca que
contém o caminho no espaco de dimensao reduzida.

5. Conclusoes e Trabalhos Futuros

Neste trabalho, propomos uma metodologia para recuperar a topologia e
geometria da variedade, a partir de um conjunto de amostras, utilizando sistemas locais de
coordenadas normais computadas via aplicagdo exponencial. Os experimentos mostram



que a técnica € promissora, indicando superioridade em relacdo a parametrizacdo global
obtida pelo método RML rédpido [Brun et al. 2005]. O método foi testado em base de
imagens sintéticas, geradas a partir de um modelo tradicional para aquisi¢do de fotografias
de faces humanas. Assim, o espago de parametros € bidimensional, o que simplifica
o processo de sintese, pois necessitamos apenas de 3 pontos no espaco de dimensao
reduzida (ou seja um 3—simplexo em R?) para a gera¢io da nova imagem. Para trabalhos
futuros vamos aplicar a técnica para variedades diversas de dimensdo d > 2 e em
bases de imagens reais. Custo computacional e andlise de complexidade serdo também
considerados nos préximos trabalhos.
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