3. Reducéo de Dimensionalidade

Uma das grandes questdes inerentes a maioria dos problemas de reconhecimento de
padrdes esta relacionada a dimensionalidade dos dados a serem analisados. Em geral, um
padrao ¢ representado por um numero n de valores que pode ser caracterizado como um vetor
num espago n-dimensional. No reconhecimento de faces, em particular, este nimero n estéd
associado a resolu¢do da imagem a ser processada, por exemplo, uma imagem de 64x64
pontos (pixels) possui n igual a 4096. Desta forma, trabalhar com diversos exemplos de
diferentes padrdoes requer um consideravel armazenamento e processamento dos dados,
podendo, com isto, inviabilizar qualquer implementa¢ao computacional. Assim sendo, faz-se
necessario o estudo de técnicas de redugcdo de dimensionalidade que permitam a
transformagao desses dados pertencentes a um espaco n-dimensional em um sub-espaco p-
dimensional, onde p ¢ muito menor que n (p<<n). No entanto, toda redugdo de
dimensionalidade implica numa perda de informacao, e esta tltima pode vir a ser fundamental
para a discriminagao dos padrdes. Por isto, o objetivo principal das técnicas de reducao de
dimensionalidade ¢ preservar o maximo possivel da informagao relevante dos dados.

Duas técnicas de reducdo de dimensionalidade, a Anélise de Componentes Principais e

a Analise Multivariada de Discriminantes, sao descritas a seguir.
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3.1 Analise de Componentes Principais

3.1.1 Descricao

A técnica de Andlise de Componentes Principais (ACP) ou Principal Component
Analysis (PCA) foi descrita pela primeira vez por Karl Pearson, em 1901. Ele acreditava que
a PCA poderia ser a solucdo para alguns problemas biométricos da época, embora ndo tivesse
proposto nenhum método pratico de célculo que levasse em consideracdo mais de duas ou trés
varidveis. Este método foi descrito bem mais tarde, em 1933, por Hotteling, e a partir de
entdo a técnica de andlise de componentes principais ficou também conhecida como
transformada de Hotteling ou Hotteling’s Transform. No entanto, os calculos eram ainda
desanimadores quando tratava-se de problemas que envolviam dezenas de variaveis. Foi nos
tempos de hoje, com a disponibilidade e avanco dos computadores atuais, que esta técnica
difundiu-se amplamente.

A analise de componentes principais tem por objetivo determinar uma transformacgao

linear de um dado conjunto n de varidveis originais X ,, X,,..., X, em um novo conjunto p de
variaveis Y,,Y,,....Y, de tal forma que estas ultimas sejam descorrelacionadas. Além disso,
essa transformag@o deve ser tal que as novas variaveis 1,,Y,,....Y, tenham a mesma variancia

total das varidveis originais e estejam ordenadas de tal forma que

Var(Y))2Var(Y,)2...2Var(Y,). Estas novas variaveis ¥, sdo chamadas de componentes

principais.
Uma das principais aplicagdes da PCA ¢ a reducdo de dimensionalidade através da

eliminacdo das varidveis originais de menor variancia. Embora a variabilidade total de um
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sistema seja definida por » varidveis, geralmente muito desta variabilidade pode ser
explicada por um nimero bem menor, p, de componentes principais. Se isto for verdade, ou
seja, se as varidveis originais medirem explicita ou implicitamente informacdes redundantes,

entdo a quantidade de dados relevantes contida nestas p componentes principais € equivalente

aquela existente nas n varidveis originais. Assim, o conjunto de dados originais que consiste
de k medidas de n variaveis € reduzido para um conjunto de & medidas de p componentes.

Por isso, em muitas aplicagdes o PCA ¢ utilizado como uma espécie de pré-processamento
dos dados, servindo como entrada para outros modelos numéricos tais como regressao
multipla, redes neurais, etc. A vantagem, neste caso, estd na reducao do numero de pardmetros

do modelo imediatamente seguinte ao PCA.

3.1.2 Procedimento de Célculo das Componentes Principais

Algebricamente, pode-se dizer que as componentes principais de um dado conjunto »

de variaveis X, X,,.., X, nada mais sdo do que uma determinada transformacdo linear
dessas mesmas variaveis X.

Seja um vetor aleatério X formado por um conjunto de variaveis aleatorias X, de tal
forma que X' =/X,,X,,...,X, ], onde X0 O". A matriz de dados de X ¢, portanto,

composta por n colunas e k linhas onde k corresponde ao nimero de observagdes das

varidveis aleatorias X,. Assume-se que X populagdo tenha matriz de covaridncia 2.

Considera-se, entdo, a combinagao linear abaixo:
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T —
v, X =v, X, tv, X, ++y X,

T —
Vo X =y, X, +v, X+ +yv X,

. N% '—%
I

— T —
Y = VpX —vle1+v2pX2+...+vann
cujas varidveis Y, possuem, respectivamente, variancia e covaridncia dadas pelas féormulas

Var(Y, )= v/3v, i= 12,..,p
COV(K,Yj)= V[TZVj iLj= L2,..p

As componentes principais sdo as combinagdes lineares Y,, descorrelacionadas, cujas
variancias sao as maiores possiveis. Desta forma, a primeira componente principal Y, ¢ dada
pela combinacio linear de méxima variancia, ou seja, quando var(Y, ) =max(v,Zv,). E
importante ressaltar que o modulo do vetor de proje¢do Vv, deve ser tal que ndo influencie o

calculo da respectiva variancia. Por isso,

V.| =v/v, =1. Define-se, portanto,

Primeira comp. principal =Y, = combinagdo linearVv, X que maximiza Var(v/ X)=v/Zv,,
onde Vv/v, =1;

Segunda comp. principal =Y, = combinagdo linearv] X que maximiza Var(v] X)=v]3v,,
onde viv, =1e Cov(Y,,Y,)=0;

I-ésima comp. principal =Y,= combinagio linear v] X que maximiza Var(v/ X)=v/Zv,,

onde v/v,=1e cov(Y,Y,)=0 paratodo j<i.
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Entdo, admitindo que a matriz de covariancia 2 de X tenha como autovalor-

autovetor os respectivos pares (A€, ),(A,.e,),...(A,.e,), onde A, 2A,>2..2A =0, ¢

p

um resultado provado [John92] que

max VTZVZ/\j+1 paraVv =e onde j=12,...,p—1

vle e, ..., e; JH
Portanto, a i-ésima componente principal ¢ dada por
— ATy — . _
Y =e, X=¢, X, te, X, +--+e, X, i=12,...,p

que implica em

Var(Y,)=e/Ze, =\, i=12,..,p
Cov(Y,,Y,)=e/3Ze, =0 i#

Desta forma, as componentes principais Y, sdo descorrelacionadas e possuem
varidncias maximas iguais aos autovalores de X. A soma desses autovalores ¢ igual a
variabilidade total das componentes principais e prova-se [John92] que esta variabilidade ¢

também igual a variancia total das varidveis originais X, . Entdo,

P n
Var(Y,)=A +A, +---+A = Var(X,)

i=1 i=1
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e, consequentemente, a propor¢ao da variancia explicada pela j-ésima componente principal

pode ser escrita como

Varianga explicada pela ) 3 A

C o = ’ Jj=12,..,p
J—¢ésima componente principal A +A, +---+A

Em muitas situagdes, principalmente quando as varidveis X, possuem forte correlagdo

entre si, quase 80% ou 90% da variancia total dos dados originais pode ser explicada pelas
duas ou trés primeiras componentes principais, permitindo, assim, uma expressiva reducao de
dimensionalidade sem grandes perdas de informagao relevante.

Uma outra consideracdo algébrica importante quanto ao calculo das componentes

principais se refere a normaliza¢do das variaveis originais X,. Comumente, obtem-se as
componentes principais a partir da matriz de correlagdo R das variaveis X, X,,..., X, e ndo

da respectiva matriz de covariancia 2. Isto ¢ feito através da transformagdo das varidveis

originais X, em varidveis Z, com média igual a 0 e variancia igual a 1. As féormulas abaixo

explicitam este célculo:

- (X, _Hl),Z - (X, —u,)

p
VO 05 O

Z,

onde |, e o, sdo, respectivamente, média e varidncia da variavel X,. Portanto, dado

z2'=/7,,7,,.,Z, ], tem-se Cov(Z)=R. As componentes principais sdo obtidas a partir

desta nova matriz de dados — a matriz de correlagio R de X,. Esta normalizagdo se faz
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necessaria quando as varidveis originais X, representam valores em escalas bem distintas.
Por exemplo, supondo n =2, se a variavel X, medir valores na escala de 10° ou 10* e a
varidvel X, representar valores entre 0 e 1, entdo a variancia total sera fortemente
influenciada pela varidvel de maior peso, ou seja, pela varidvel X,. Isto implicard numa

analise de componentes principais incorreta.
Pode-se resumir, entdo, o procedimento de céalculo das componentes principais na
seguinte ordem de passos:

1. Se as variaveis originais X, X,,.., X, representarem valores em escalas bem

distintas, entdo essas varidveis devem ser normalizadas de tal forma que tenham
média 0 e varidncia 1.

2. Calcula-se a matriz de covariancia das variaveis. Se a condicao do passo 1 for
satisfeita, entdo esta matriz de covariancia ¢, na verdade, a matriz de correlacao
das variaveis originais.

3. Calcula-se os pares de autovalor-autovetor da matriz do passo 2. Estes pares
devem ser ordenados em ordem decrescente de autovalores.

4. Eliminam-se as componentes principais cujos autovalores sdo despreziveis com

relagdo a variancia total dos dados originais.

3.1.3 Interpretacdo Geométrica das Componentes Principais

A andlise de componentes principais ¢ uma transformacdo linear algébrica de
variaveis. Sabe-se que toda transformacao linear eqiiivale, em termos geométricos, a uma
rotacdo nos eixos coordenados definidos pelas varidveis originais do sistema. Para a analise

de componentes principais (PCA), isto se da de tal forma que esses eixos, rotacionados e
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definidos pelas componentes principais, representam as direcoes de maxima variabilidade
dos dados originais fazendo com que os valores iniciais projetados nestes novos eixos sejam
descorrelacionadas entre si.

Para facilitar a visualizagao das operagdes implicitas no PCA, convém considerar o
caso gaussiano.  Supde-se que os dados X,,X,,.., X, representem K observagdes
independentes de uma populagdo X n-dimensional cuja distribui¢do é normal com média u
e covariancia 2, ou seja, X~ N (i, Z). Logo, as amostras de X representadas nas p
respectivas componentes principais possuem média 0 e matriz de covaridncia A, isto &,

N,(0,A). Demonstra-se [John92] que a matriz A é uma matriz diagonal composta pelos
elementos A,A,,...,A, e os pares (A€, ) sdo descritos pelos autovalores-autovetores de Z .

Pode-se aproximar g4 por X e 2 por S, onde X ¢ a vetor-média das k observacdes de X

e S a correspondente matriz de covaridncia. Se a matriz S for definida positiva, ou melhor,
se S for inversivel e possuir todos os autovalores maiores que zero, entdo os valores de X n-

dimensionais que satisfazem

(x-X)"S(x-%X)=c’ (3.1.3.1)

sdo uma estimativa do contorno de densidade da populagdo X. Esta aproximagdo ¢
comumente desenhada em um grafico do tipo scatterplot, permitindo a visualizagdo da
distribui¢do normal gerada pelos dados amostrais. Um exemplo no final desta se¢do ira
ilustrar este tipo de grafico.

Ha situacdes em que esta suposicao de que os dados amostrais possuem distribui¢cdo

normal nem sempre ¢ verdadeira e, consequentemente, a estimativa apresentada no grafico
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scatterplot pode diferir de um formato elipsdéide. Mesmo assim, ¢ possivel calcular os
autovalores da matriz de covaridncia amostral S e obter suas correspondentes componentes
principais. Geometricamente, esses dados sdo apresentados num grafico como k& pontos em
um espago n-dimensional. Esses pontos podem ser representados em um novo eixo de
coordenadas, que coincide com aqueles definidos pela equagao 3.1.3.1.

A equacdo 3.1.3.1 descreve um hiper-elipsoide centralizado em X cujos eixos sdo
dados pelos autovetores de S™. Como S é uma matriz positiva definida e simétrica entéio os
autovetores de S™ sdo iguais aos autovetores de S. Os tamanhos dos eixos do hiper-

elipsdide sdo proporcionais a 4/A,, onde i=12,..,p e A ZA,2..2A >0 sdo os

1

autovalores de S. Como o moédulo do vetor €, ¢ igual a 1, entdo o modulo da i-ésima
componente principal, dado pela formula \yi\ =‘ef(x—i)‘, representa o tamanho da
projecdo do vetor (X —1X) sobre o vetor unitirio €,. Assim, pode-se dizer que as

. . . . — A . - . . .
componentes principais Y, =€; (X —X) tém a mesma diregéo dos eixos definidos pelo hiper-
elipsoide de contorno de X e que os modulos dessas componentes representam os tamanhos
dessas proje¢des nas direcdes dos eixos €,. Consequentemente, as componentes principais

podem ser entendidas como o resultado de duas operagdes geométricas basicas:

1. Uma translagdo na origem do sistema de eixos coordenados para o ponto definido
pelo vetor-média X e
2. Uma rotagao nos eixos coordenados originais de tal forma que os mesmos se alinhem

segundo as dire¢des de méaxima variancia dos dados.
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A interpretacdo geométrica das componentes principais calculadas a partir das

amostras de X esta exemplificada na figura 3.1, para n =2.

Xxx)Ts(x-x)=¢?

> X,

Figura 3.1 — Graficos tipo scatterplot para interpretagdo geométrica das componentes principais

A figura 3.1(a) mostra uma elipse centrada em X com autovalores A, ZA,. As
componentes principais Y, e Y, sdo bem definidas e sobrepdem os eixos da elipse, apontando
para as direcdes de maxima variancia dos dados amostrados. A figura 3.1(b) apresenta uma
outra elipse, centrada em X e com autovalores A, =A,. Neste caso, pode-se verificar que os
eixos da elipse ndo sdo determinados de forma tunica, podendo apontar para quaisquer duas
diregdes perpendiculares, inclusive aquelas definidas pelos eixos originais. De maneira
similar, as componentes principais também podem apontar para quaisquer duas dire¢des
perpendiculares, incluindo também as dire¢cdes definidas pelos eixos X, e X,. Portanto,
quando o contorno definido pela equacdo 3-1 ¢ aproximadamente circular ou,

equivalentemente, quando os autovalores de S tém valores bem proximos, a variancia dos
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dados ¢ praticamente homogénea em todas as dire¢des. Nesta circunstancia, ndo € possivel
representar os dados originais em espacos de dimensao menor.

Conclui-se, assim, que se os ultimos (ordem decrescente) autovalores A, forem
suficientemente pequenos a ponto de as variagdes nas dire¢oes dos respectivos autovetores €;

puderem ser consideradas despreziveis, entdo as correspondentes componentes principais Y,

podem ser ignoradas e os dados originais podem ser adequadamente representados em um

sub-espago de dimensdo reduzida formado pelas primeiras componentes principais.

3.2 Analise Multivariada de Discriminantes

3.2.1 Descrigao

A Analise Multivariada de Discriminantes (AMD) ou Multivariate Discriminant
Analysis (MDA) ¢ uma técnica linear de analise multivariada de dados. Foi introduzida em
1936, por R. A. Fisher, e, por isso, 0 MDA ¢ frequentemente referenciado na literatura de
estatistica multivariada como Método Linear de Discriminantes de Fisher.

A idéia central da técnica de Analise Multivariada de Discriminantes consiste em
substituir um conjunto de n varidveis que expressam as caracteristicas de objetos

pertencentes a g diferentes grupos, por m combinagdes lineares dessas mesmas variaveis
originais, onde m <n, de tal forma que os g grupos existentes fiquem tdo diferenciados ou

separados quanto possivel. Em termos algébricos, pode-se dizer que o MDA tem por

objetivo encontrar uma nova base que define um sub-espago m-dimensional no qual a
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variabilidade inter-grupos e intra-grupos dos objetos sejam, respectivamente, maxima e

minima. A formulagdo matematica dessa analise ¢ detalhada a seguir.

3.2.2 Procedimento de Célculo das Componentes Discriminantes

Supde-se que as variaveis originais X,,X,,..., X, tenham distribui¢do multivariada,
ndo necessariamente normal, e que seus g grupos tenham matrizes de covariancia iguais e
inversiveis, ou seja, 2, =2, =... = Zg =2 . Define-se m, e U, como sendo, respectivamente,
a populacdo e o vetor média de cada grupo, onde i=1,2,..g grupos. Seja f o vetor média

de todas as populagdes ¢ B a soma dos produtos inter-grupos, ou seja,

4 . . . 1 g
B= (u-m)u-go), onde H=] M
i=1 i=1

Considera-se, entdo, a combinacdo linear Y =v’ X, cujo valor esperado é dado por

E(Y)=E(N'X)=V'E(X|n,)=v"u,

para a populacdo w,, e cuja variancia ¢

Var(Y) =0, =v Cov(X)v=Vv'Zv
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para todas as populagdes. Consequentemente, o valor esperado u,, =V’ y. é potencialmente

diferente para cada um dos g grupos. Define-se entdo a média global u, como

e a razdo entre a soma do quadrado das distancias das médias dos grupos a média global e a

variancia de Y como

¢ 2 & 2 T & — — T\\
(W = Hy) -y oV ()M -E) Y
i=1 i=1 _ i=1 _ V' Bv

oy viZv viZv viZv

Esta razdo mede, por conseguinte, a variabilidade entre os grupos de Y com relagdo a
variabilidade intra-grupos, pois, conforme hipétese inicial, , =2, =...=Z_ =2Z. Pode-se,
assim, encontrar V de tal forma que esta razao seja maximizada.

Habitualmente, 2 e 4, sdo valores ndo disponiveis. Faz-se, portanto, uso de um
conjunto de treinamento composto de observacdes com classificagdes previamente
conhecidas. Supde-se que este conjunto de treinamento tenha um nimero ., de amostras
pertencentes a populagdo ou ao grupo 7, onde i =12,...g grupos. Denota-se X' como o
conjunto de dados de dimensdo »n x k, da populacido =w;, onde a respectiva j-ésima coluna ¢

definida como X, . Calcula-se o vetor média de cada grupo X, como
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e a correspondente matriz de covariancia S, de dimensdo »n x n como

1.
S =— (X, =X )X.=%X)".
i (ki_l)j:l(,j (X = X,)

Estima-se, o vetor média global X

que tem dimensdo n x 1 e corresponde a média de todas as observacdes do conjunto de

treinamento. Pode-se calcular, também, a estimativa da matriz inter-grupos B
B= (X, -X)(X,-X) (3.2.2.1)

e a estimativa da matriz de covaridncia 2 baseada na matriz intra-grupos W, dada por

g g Kk
W= (k-1)S, = (X, =X, (%, =% )" . (3.2.2.2)

i=l1 i=1l j=1
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Consequentemente, pode-se dizer que a matriz de covariancia média S para as g

pooled

populagdes, calculada como

_ W
Spooled - ’
(k +hy +..+k, —g)

¢ uma estimativa da matriz de covariancia X .

E importante verificar que como W ¢é a matriz S multiplicada por uma

pooled

constante, entio o mesmo vetor V que maximiza a razdo V' B\?/\?T SpooeaV  também

maximiza V'BV/V'WV. Assim, supondo m autovalores ndo nulos A,,A,,..A >0 de
W™B, onde m < min(g —1,n), e respectivos autovetores él,é ) ,...,ém normalizados de tal

forma que €'S € =1, prova-se [John92] que o vetor de coeficientes V que maximiza a

pooled
razao
AT o T A
T A Vi( (X, =X)(X,=X)" )V
VTBV B . i i
VLYo A _ O
v (X, =X )(X; =%X; )"V
i=l j=1
¢ dado por V,=€,. A combinagdo linear VX ¢é chamada estimativa do primeiro

discriminante. A escolha de V, =€, produz a estimativa do segundo discriminante, dada por

VIX. Por conseguinte, de forma consecutiva, V! X=8"X ¢ a estimativa do s-ésimo

S

discriminante, para s <m.
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Assim sendo, observa-se que o problema de encontrar a base para o sub-espago m-
dimensional que produz a méaxima separacdo entre os grupos a partir da matriz de dados

formada pelas n variaveis originais X, X,,....X, € as k amostras dos g grupos resume-se

ao célculo dos autovetores da matriz produto dada por W™B .

Este processo de calculo ¢ similar ao empregado na Analise de Componentes
Principais (PCA) discutida na se¢do anterior, diferindo apenas no critério de determinacao da
nova base. No caso do MDA, a matriz em questao reflete a separagdo maxima entre os grupos

e nao a variancia maxima da totalidade da populacao, como acontece no PCA.

3.2.3 Interpretacdo Geométrica das Componentes Discriminantes

A anélise multivariada de discriminantes (MDA) ¢, como a analise de componentes
principais (PCA), uma transformacao linear algébrica de varidveis. Conforme visto na se¢ao
3.1.3 que descreve a interpretacdo geométrica das componentes principais, uma transformacao
linear eqiiivale a uma rotagdo nos eixos coordenados definidos pelas variaveis originais do
sistema. Para a MDA, no entanto, esta transformagao acontece de um modo diferente. Os
eixos originais sdo rotacionados de tal forma que os mesmos representem as direcdes de
maxima separacao entre os grupos € nao mais as maiores diferengas entre todas as amostras
de todos os grupos, como acontece na PCA.

Um exemplo de separacdo de grupos para um caso bi-dimensional pode ser visto na

figura 3.2.

Neste exemplo, tem-se como componentes principais das amostras os eixos Y, ¢ Y,
e como componente discriminante o eixo Z,. Verifica-se que a projegdo dos pontos sobre a

componente principal Y, ¢ incapaz de separar os dois grupos existentes. Entretanto, uma
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projecdo desses pontos sobre a componente discriminante Z, faz com que os mesmos tenham

as suas classes claramente diferenciadas. Em termos de projecdo linear, os eixos definidos
pela andlise multivariada de discriminantes representam a solu¢do 6tima de separagdo entre os

grupos definidos pelo conjunto de treinamento considerado.

X, Y1

Z

-

Figura 3.2 — Comparag@o geométrica entre as componentes discriminantes e as componentes principais

Alguns aspectos importantes, particulares a analise multivariada de discriminantes,
devem ser destacados. Como a matriz de determina¢do da nova base formada pelos eixos
discriminantes, a matriz W ™ B, é uma matriz ndo simétrica seus respectivos autovetores sao
descorrelacionados mas ndo necessariamente ortogonais. Além disso, sabe-se que o nimero
maximo de autovetores ou eixos discriminantes ¢ definido pelo nimero de linhas (ou colunas)
linearmente independentes ou posto da matriz W ™B em questio. Como, na pratica, o
numero de grupos g ¢ menor que o nimero de variaveis originais 7, entdo 0 nimero maximo

de eixos €, em geral, menor ou igual ao nimero de grupos do problema menos um. Diz-se
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menor pois em determinadas situagdes nem todos os g —1 eixos possuem autovalores maiores

que zero, ou seja, apresentam variabilidade estatistica com relagdo aos grupos existentes,
permitindo uma maior redu¢do de dimensionalidade.

Por fim, pode-se dizer que na andlise multivariada de discriminantes também
-1 ‘A . .
expressam-se os autovalores A, de W ™B como porcentagens da variancia total explicada

pelos autovetores correspondentes, semelhantemente ao que se tem na analise de
componentes principais. Pode-se, assim, calcular a varidnca explicada pelos primeiros eixos
discriminantes. Consequentemente, se essas variancias forem bastante significativas com
relacdo a variancia total dos dados, pode-se desprezar os demais autovetores, reduzindo ainda

mais a dimensionalidade dos dados originais.

3.3 O Paradoxo da Reducéo de Dimensionalidade

Conforme dito no inicio do capitulo e exemplificado nas segdes anteriores, toda
técnica de reducao de dimensionalidade procura extrair o maximo de informacao relevante
dos dados originais, realgando suas principais caracteristicas discriminatorias.

Sabe-se, também, que ¢ inerente a todo processo de redugdo de dimensionalidade a
perda de informagdo. Desta forma, parece natural pensar que quanto maior o numero de
caracteristicas utilizadas pelos modelos de classificagdo, melhor a discriminacdo dos
respectivos grupos. Este raciocinio, no entanto, nem sempre se confirma na pratica. Em
muitas situacdes, constata-se que a partir de um determinado ponto a adigdo de novas
caracteristicas, ou seja, um aumento de dimensionalidade, diminui a separagao entre os
grupos. Este efeito ¢ comumente chamado na estatistica de analise multivariada de “the curse

of dimensionality”, denominado aqui como o “paradoxo da reduc¢ao de dimensionalidade”.
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Considere-se, como exemplo, a seguinte técnica (ndo recomendada na pratica) para

modelar um mapeamento ndo-linear de um conjunto de n varidveis de entrada X,, onde

i=12,...,n, em uma variavel de saida ¥ tomando-se como base um determinado conjunto de
treinamento. Divide-se a faixa de valores de cada variavel de entrada em um niimero &k de
intervalos de tal forma que o valor de saida dessa varidvel pode ser especificado,
aproximadamente, pelo intervalo em que a mesma se encontra. Em termos geométricos, este
procedimento pode ser entendido como a divisdo do espaco original de variaveis em diversas

caixas ou c¢lulas, como mostra a figura 3.3 abaixo para o caso bidimensional.

X,
A

X,

Figura 3.3 — Mapeamento de um espago bidimensional X, X, em uma variavel de saida Y’

Cada amostra de treinamento corresponde a um ponto em uma dessas células,
possuindo um respectivo valor para a variavel de saida Y. Pode-se determinar o valor de
saida Y para um novo ponto neste espago calculando-se a média dos valores de Y referentes

a todos os exemplos de treinamento que pertencem a mesma célula em que recai este ponto.

Como a faixa de valores de cada variavel possui k£ intervalos, tem-se ao todo k" células. Este

nimero cresce exponencialmente com a dimensionalidade n do espago. Verifica-se, portanto,
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o seguinte problema. Como cada célula deve conter ao menos um ponto, isto implica em que
a quantidade de exemplos de treinamento necessaria para modelar o mapeamento em questao
deve também crescer exponencialmente. Como comumente se dispde de um numero limitado
de dados, um aumento de precisao, ou melhor, um aumento de dimensionalidade, pode fazer
com que os dados fiquem relativamente escassos, produzindo uma fraca representacdo do
mapeamento.

Este exemplo mostra que um aumento de dimensionalidade ndo necessariamente
melhora a representacdo dos dados. Observa-se que em problemas cuja quantidade de
informacao ¢ limitada, ao se reduzir o numero de variaveis de entrada melhora-se a
representacdo dos dados, mesmo com perda de informacao. O que ocorre nestas situacoes ¢
que as variaveis originais do modelo possuem alguma correlacdo entre si e, assim, nao
descrevem todo o espago original. Na realidade, os pontos definidos por essas variaveis
possuem uma dimensionalidade intrinseca, concentrando-se apenas em uma regiao especifica
do espaco, ou melhor, em um sub-espago de dimensdo menor. Assim, esta aparente perda de
informacao estd relacionada ou a redundancia de informagdo caracterizada pelas variaveis
originais ou a limitacdo de representacdo imposta pela quantidade de dados disponivel,
prejudicando uma melhor discriminagdo dos dados .

Evidencia-se, portanto, a importancia do uso de técnicas de reducao de
dimensionalidade, como as descritas anteriormente neste capitulo, em sistemas de
mapeamento de varidveis. Estas técnicas devem ser empregadas antes dos modelos de
classificagdo, como uma espécie de pré-processamento dos dados originais. Este pré-
processamento além de diminuir consideravelmente os pardmetros a serem otimizados,
possibilita uma melhor representacdo dos dados originais, aumentando a performance dos

modelos de classificacdo a serem utilizados posteriormente. Alguns modelos de classificacao
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usualmente empregados em sistemas de reconhecimento de padrdes serdo descritos no

préximo capitulo.



